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VORWORT. 



Der Plan zni Herau^jabe meiner hieben VOTlesung«n ist schon 
einige Jalu% alt Aber eist vor etwa zwei Jahren vermochte ich ihm 
feste Gestalt zu geben, nachdem mein damaliges Vortrag^ebiet dordi 
Abtrennen von »Holz- und Steinbriicken« und Hinzuftlgen der >f'e8tig- 
keitslehre« eine mir sehr willkommene Abmndung erfahren hat Die 
Heran^;abe beginnt mit den zu einem einheitlichen Ganzen ver- 
arbeiteten Vorlesnngen über Statik der Baukon&tmktionen und 
Festigkeitslehre. Alljährlich soll ein Band erscheinen, sodaO diese 
Vorlesungen im Jahre 1905 in drei Bänden fertig vorliegen. 

Nach Form und Inhalt wird das Werk als ein Lehrbuch fllr Stu- 
dierende technischer Hochschulen gelten dürfen. Es kann aber auch 
zum Selbstunterricht flir ausübende Techniker aller Baufächer dienen, 
sobald diese «ch nur die Grundlehren der Physik Ober die Eigen- 
schaften elastiscb-festei Körper und über das Gleichgewicht starrer 
Körper zu eigen gemacht haben. 

Der vorliegende erste Band umfasst unter dem Titel »Einfüh- 
rung in die Grundlagen« vier Abschnitte: Das Wesen der 
Konstruktion, äußere Kräfte, innere Kräfte der Stabwetke, 
Spannungen in geraden Stäben. 

Der zweite Band wird die Berechnung der VoUwandtrag werke 
(einschliefllich Stützmauern und Gewölbe), sowie audi der Fach- 
werke bringen. 

Im dritten Bande sollen besondere Systeme, Konstruktions- 
Einzelheiten, Nebenspannungen und dynamische Einflüsse 
(einschließlich Schwingungen) folgen. Dieser Band, der auch einen 
Literaturnachweis und ein alphabetisches Sachverzeichniss 
aller drei Bände brii^en soll, wird eine Ergänzung und Einleitung zu 
meinen Vorlesungen über >Eiseabrückenbau< bilden. 



Warn ich in m»ner Arbeit rein theoretisch nur wenig neues bieten 
kann, so liegt das in den besonderen Verhältnissen meiner technischen 
Laufbahn begründet, die sich bis vor etwa zehn Jahren fast ganz auf dem 
Felde des Eisenbahn- und Brückenbaus abgewickelt hat. Ja, ich darf 
wohl sagen, wenn ich nicht das Glück gehabt hätte, in jungem Jahren 
(1879 — 83) als Assistent und Frivatdozent fllr Statik der Baukonstruk- 
tionen und Brückenbau an der Berliner Technischen Hochschule mit 
Winkler (f 1888) zusammen wirken zu dürfen, so wäre ich wohl nie- 
mals dazu gekommen, eine so umfangreiche theoretische Arbeit, wie 
die voriiegende, herauszugeben. Hat demnach meine langjährige praktische 
Tätigkdt mir nur wenig Zeit zu theoretischen Studien gelassen, so 
bot »e doch reichlich Gelegenheit, mich nach der konstruktiven Seite 
meines Faches zu vertiefen. Und daß es von Nutzen sein kann, selbst 
in einem Lebrbuche der Statik der Baukonstraktionen, neben der theore- 
tischen S^te der Aufgaben auch deren konstruktive Seite, mehr als 
dies bisher geschehen ist, zu betonen, davon hoffe ich viele meiner 
Leser schon durch die nachfolgenden Darlegungen des I. Bandes über- 
zeugen zu können. 

Wie bei jeder Einführui« in die Grundlagen einer Wissenschaft, 
so bedurfte es auch im vorli^enden Bande mancher Überlegung, um 
das zu behandelnde Wissensgebiet nach Inhalt und Form gut abzu- 
grenzen und unmittelbar an die den Lesern bekannten Gebiete anzu- 
schließen. Die Gesichtspunkte, nach denen ich dabei arbeitete, sollen 
kurz angedeutet werden. 

Im ersten Abschnitt wird versucht, den Lesern das Wesen der 
Konstruktion und ihrer wichtigsten Einzelheiten klar zu machen, ehe 
sie an deren Berechnung herantreten. Der Abschnitt umfaßt daher das 
gesamte Wissensgebiet, wobei die Eigenschaften des Baustoffes, die Kon- 
straktions-Systeme, die Beziehungen zwischen Stützen und T^agwerk und 
die Bildungsweise starrer Stabwerke besprochen werden. Daran schließen 
sich in gedrängter Darstellung geschichtliche Rückblicke über die 
Entwicklung der Konstruktionen und die Schaffung ihrer theoretischen 
Grundlagen von den ältesten Zeiten bis auf die Gegenwart. 

Im zweiten Abschnitt werden unter der Überschrift »ÄuOere 
Kräfte* die Hauptsätze der analytischen und graphischen Statik inso- 
weit gegeben, als dabei das Zusammensetzen und Zerlegen, sowie das 
Gleichgewidit von Kräften in Betracht kommt Besonders gelangen 
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daria die wichtigsten graphostatischen Hilfsmittel, als Kraftecke, Seil- 
ecke und Mittelkraftlinien zui Darstellung, unter Einfügung vieler 
Übungsaufgaben aus dem Gebiete der im eisten Abschnitt beschriebenen 
Konstruktionen. 

Der dritte Abschnitt: ilnnere Kräfte der Stabwerke« ent- 
hält die grundlegenden Methoden der Stabkraftberechnung für statisch 
bestimmte Fachwerke, die ständige Lasten zu tragen haben. Im be- 
sondem werden darin zum ersten Male auch die neuem Methoden zur 
Berechnung von Reumfachwerken einheitlich da^estellt nnd durch 
ausführliche Beispiele erläutert. 

Der vierte Abschnitt umfaßt im Anschluß an den ersten Ab- 
schnitt und unter der Überschrift: >Spannungen in geraden Stäben« 
die Grundlagen der Festigkeitslehre, soweit wie deren Aufgaben 
ohne vorherige Ermittelung der elastischen Fonnänderungen — deren 
allgemeine Behandlung dem ü. Bande vorbehalten bläbt — möglich 
ist. Dabei werden zum eisten Male in einem Lehrbncbe auch die Grund- 
lagen der Berechnung der Spannungen in Steineisen-Konstruk- 
tionen im Zusammenbange mit dargestellt. 

In dem Bestreben meine Darlegungen kurz und leicht verständlich 
zu halten, habe ich bei ihrer Abfassung großes Gewidit auf die ge- 
hörige Form gelegt. Die aus den Rechnungsergebnissen gewonnenen 
wichtigsten allgemeinen Wahrheiten wurden, in kurzen Sätzen gefaßt, 
beivorgehoben und möglichst in den Vordergrund der Betrachtimg ge- 
stellt. Bei den Rechnungen selbst wurde aber von Fall zu Fall ent- 
schieden, ob es um auf wichtige Sonderfälle zu konunen ratsamer sei, 
mit den allgemeinsten fietraditungen oder Beweisführungen zu beginnen, 
oder umgekehrt. Auch wurde es beim Betrachten einfacher Fälle 
nicht immer fUr nötig gehalten, zu den allgemeinen aufzusteigen. Denn 
die Höhen der Wissenschaften werden nur von wenigen Ausowählten 
leicht überwunden. Besonders auf den Gebieten der technischen Wissen- 
schaften sind die Wege dahin zur Zeit meist noch etwas verschlungen, 
dabei schwer zu finden und wenig geebnet Man darf also nicht jedem 
Studierenden der Technik zumuten, es bei der Erreichung seines wissen- 
schaftlichen Zieles einem kundigen Bergsteiger gleich zu tun. 

Den angedeuteten Gesichtspunkten entsprechend, habe ich in allen 
Abschnitten viele Figuren und Übungsaufgaben eingefügt, um 
deren angemessene Ausgestaltung ich besonders bemüht gewesen bin. 
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Dabri wurden zum ersten Male (lii glnchen Zweck auch Figuren va- 
weodet, in denec gewisse charakteristische LinienzUge farbig etscheioen, 
damit säe augenfiillig hervortreten. Im besondem dienen die farbigen 
Linien dazu, die Zusammengehörigkeit wichtiger Figurenteile [wie Kraft- 
edce, Sälecke, Mittelkraftlinien, Farallelenzüge u. dergl] und auf solche 
Weise auch die dadurch bewiil^te Lösting rascher und leichter erkennen, 
zu lassen. Die graphischen oder rechnerischen Übungsaufgaben worden den 
Gebieten des Hochbaus und Ingenieurbaus entnommen, ohne dabei die 
gewählten Beispiele, durch Zuschneiden fllr den uiunittelbaren praktischen 
Gebrauch, ihres wissenschaftlichen Gewandes zu entkleiden. 

So abergebe ich denn meine Arbeit hiermit der Öffentlichkeit, räe 
dem Wohlwollen meiner Fachgenossen empf^end. Gleichzeitig erfülle 
ich die angenehme Pflicht, meinem Assistenten, Herrn Dipl, Ing. Stich- 
ling, der mir beün Anfertigen der Figuren, beim Nadiprüfen von 
Rechnungen und beim Durchsehen der Korrekturbogen des Werkes un- 
ennUdlich zur Seite gestanden hat, auch an dieser Stelle meinen besten 
Dank für seine wertrolle Mithilfe zu sagen. 

Der Verlagsbuchhandlung von Wilhelm Engelmann in Leipzig 
spreche idi meinen verbindlichsten Dank aus füx ihr liebraswürdtges 
Eingehen auf alle meine Wünsche hinsichtlich der Drucklegui^, sowie 
auch für die vortrefSiche AussUttung des vorliegenden Bandes. 

Dresden-A., den i. Mai 1903. Hehrtens. 
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Erster Abschnitt. 
Das Wesen der Konstruktion. 

§ 1. Eigalschaften des BaustoffiBS. 

I. Grundformen. Die BaustoEfe gelangen in der Konstruktion in 
solcher Gestalt zur Verwendong, wie sie den natürlichen Eigenschaften 
der Stoffe entspricht Im allgemeinen kann man dreierlei Formen der 
Grundbestandteile einer Konstruktion unterscheiden, die man nach ihrer 
äu0em Erscheinung als Stäbe, Platten nnd Blöcke bezeidmeL Bei den 
Stäben erscheint ihre Länge als Hauptabmessnng; Platten zeichnen sich 
durch geringe Stärke im Vergleich zu ihren Ubr^en Abmessungen aus 
und bei den Blöcken schwankt das Verhältnis der drei Abmessungen 
gewöhnlich zwischen der Form des Würfels oder Parallelopipeds. 

Es entspricht der Natur des Steines, daß dieser meist nur in Blöcken 
und Platten verwendet wird, während der natürliche Wuchs des Holzes 
&st ausschließlich seine Verwendung in Stabformen vorechreibt. Dag^en 
erlauben es künstUche Fonng^ungsarbeiten, wie Walzen, Schmieden, 
Fressen und Gießen, Ksen und Stahl in allen 
drei Grundformen zu verwenden. Vorzugs- 
weise erscheinen aber in Eisenkonstniküonen 
Stäbe und Platten. 

Die drei obigen Grundformen kann man 
geometrisch und stadsch als Stäbe bezeichnen 
und behandeln, wenn man sUh allgemein einen 

Stab dadurch entstanden denkt, daß eine ebene Fläche — der Querschnitt 
— die ihren Umriß stetig ändern kann, in ihrem Schwerpunkte senkrecht 
auf einer Zeitlinie — der Stabachse — fortschreitet (Fig. i). 

3. Blastizität. 

a. Formänderungen. Jeder physikaliscb-feste Körper, und so auch 
der Baustoff', ändert unter der Einwirkung von äußern , d. h. an seiner 
Oberfiäche angreifenden Kräften mehr oder minder seine Form. In 

Mchrteni, Sotik der BiukoDttTDktliiBen. I. I 
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gleicher Art wirken auf den Körper dauernd die Schwerkraft; vorüber- 
gehend und wechselnd auch der Einfluß der ihn umgebenden Luftwärme. 
Der Körper nimmt unter der Einwirkung der genannten Kräfte, wie man 
5^, eine Formänderung an, die eine Verkleinerung oder Va^röOenmg 
seines Rauminhaltes zur Eolge hat. 

Sobald die Einwirkung aufhört, ist der Körper bestrebt, seine ur- 
sprüngliche Form wieder einzunehmen. Das beweist das Vorhandensein 
von innem Kräften, die in den Molekülen des Körpers ihren Sitz haben. 
Diese Kräfte nennen wir elastische Kräfte. Die Eigenschaft der Körper, 
vermöge welcher die unter Axi Belastung durch Oberflächenkräfte ein- 
getretenen Formänderungen wieder verschwinden, heiüt Elastuität. 

Nach den heutigen Annahmen erscheinen die Moleküle eines jeden 
Körpers durch äthergefUUte Zwischenräume voneinander getrennt. Danach 
kann man «ch die Formänderung eines Körpers dadurch bewirkt denken, 
daß die gegenseitige unendlich kleine Entfernung der Moleküle sich 
ändert. Der elastische Widerstand, den die Moleküle dabei leisten, oder 
die diesem gleiche elastische (innere) Kraft, die sie dabei au&ehmen, 
nennt man in der Statik die Spannkraft. 

b. Spannkraft und Spannung. Will man sich von der statischen 
Wirkung der Spannkräfte eine anschauliche Vorstellung machen, so be- 
trachte man den Körper unter dem Einflüsse von äußern Kräften im 
Augenbli(±e, wo er nach erfo^ter Fonnändemng außen und iimen tur 
Ruhe gekommen ist. Der Körper befindet sich dann im sog. eiastisehen 
Gleichgewichte. Darauf denke man sich den Körper durt^ einen ebenen 
Schnitt in zwei völlig voneinander getrennte Teile zerl^. Dadurch 
wird das elastische Gleichgewicht jedes der beiden Teile gestört. Man 
kann es aber wieder herstellen, wenn man die den frühem molekularen 
Zusammenhang des Körpers dchemden 
elastischen Kräfte der Moleküle in jeder 
der beiden Schnittflächen durch äußere 
Kräfte von entsprechender Größe und 
Richtung ersetzt {Fig. a). Wegen der un- 
endlich großen Zahl der Moleküle wird es 
unendlich vieler solcher äußerer Kräfte be- 
dürfen, um ihre statische Wirkung gleichwertig mit derjenigen der elasti- 
schen Widerstände der Moleküle zu machen. Man hat deshali eine 
Spannkraft im allgemeinen stets auf eine dißerentiaU Fläche zu beziehen, 
und um dies rechnerisch zum Ausdruck zu bringen, nennt man die auf 
die FtächeneinheU irgend eines durch den Körper gelegt gedachten 
Schnittes bezogene Spannkraft die Spannung. Eine Spannkraft S ist also 
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auszudrücken durch die Gleichung 

S=(a.dF, (i) 

wenn <r die Spannung und dF das difforentiale Flächenteilcben des be- 
treffenden Schnittes bedeutet Die Integration hat sich entweder über 
den ganzen Querschnitt F zu erstrecken oder nur über einen besdmmten 
Teil von fy je nachdem ^ die gesamte in der Fläche F herrschende 
Spannkraft S vorstellt oder nicht. In befiondem Fällen kommt es vor, 
daD sich eine Spannkraft S gleichmäßig über den Querschnitt verteilt 
oder doch eine derartige Verteilui^ angenommen werden darf. Dann 
ist die Spannung 

.=!• w 

Im allgemeinen ist aber eine ungleichmäßige Verteilm^ vorauszusetzen, 
für welchen Fall nach Gleichung (i) zu rechnen ist. 

3. Festigkeit. Wird die Belastung des Körpers gesteigert, so wird 
scblieOlich ein Zeitpunkt eintreten, wo die Spannui^n nicht mehr aus- 
reichen, um seinen Bruch- oder seine Zerstörung zu verhüten. Die Zei^ 
Etänmg wird bei isotropen (nach allen Richtungen hin gleidie physika- 
lische Eigenschaften zeigenden) Körpern im allgemeinen in demjenigen 
Punkte beginnen, wo die Spannung zuerst am gröBten wird (§ 17J. 

Unter Festigkeit eines Körpers oder Baustoffes versieht man danach 
diejenige Spantmngsgren%e, iei welcher seine Zerstörung beginnt. 

Die Art der Zerstörung eines Körpers 
und sonach auch die Art seiner Spannungen 
und Festigkeit kann eine verschiedene sein. 
Sie hängt ab von der Art der Gruppierung 
der äußern Kräfte, die den Körper in 
seiner Form ändern. Um dies in einfacher 
Weise zu veranschaulichen, denke man sich 
im Körper an beliebiger Stelle zwei iog. 
Nachbarquerschmtte^ die eine Scheine von 
unendlich kleiner Dicke dz b^renzen. 
In dieser Scheibe beobachte man einen 
Würfel von den unendUch kleinen Kanten- 
längen dx, dy, dz (Fig. 3). Man verfolge 
nun wahrend der Formänderung die gegen- 
seitige Bewegung der in die Nachbaiquersdmitte fallenden WQrfelflächen, 
wobei man eine der beiden Flächen festgehalten denken kann. Die 
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festgehaltene Fläche liege in dem betrachteten Querschnitte, durch dessen 
Schwerpunkt O man sich die Achsen X, Y, Z gel^ denken wolle, von 
denen X, Y m den Querschnitt falleo, während Z senkrecht dazu steht. 
Dann beobachtet man im allgemeinen viererlei Bewegungen, die vier 
verschiedenen Belastung!- oder Sfamiungszustätiden entsprechen, als 
deren Folge vier zugehörige Fälle der Festigkeit erscheinen. 

a. Normalfestigkeit Der Würfel vei^öDeTt oder verkldnert scbe 
ursprtinghche Kantenlängen d%, wobei die Würfelfläche äx . dy sich 
parallel zu den Kanten dt bewegt Es entstehen Zug- oder Druek- 
spanntmgen, zusammesgefaDt Normalspannungen genannt, weQ ihre Rich- 
tmigen senkrecht zum Querschnitte stehen. Ein Zug wird als posiÜBt, 
ein Druck als negative Spannnng bezeichnet, entsprechend der Znnahme 

Jds 
dt 

dehnung heißt. Danach unterscheidet man bei Zug eine positive, bei 
Druci eine negative Längsdehnung. 

b. Schubfestigkeit. Die Würfelflächen verschieben sich g^en- 
einander, ohne ihren Abstand dz zu ändern. Dabei vergräDem oder 
verkleinem sich die rechten Winkel der Würfelfiächen dy . dt und es 
entstehen Schuhpannungm, deren Richtung in die Querschnittsfläche 
fällt. Die erwähnte Winkeländerung heißt die Gleitung oder Schiebung. 
Auch hier unterscheidet man eine positive und negative Richtung der 
Spannung, worüber im 4. Abschnitt nähere Angaben folgen. 

c. Biegnngsfestigkeit Die Würfelflächen vergrößern oder ver- 
kleinran ihren ursprünglichen Abstand dx, wobei sie sich um eine in 
der Querschnittsebene liegende Achse drehen. Es entstehen dabei 
Biegungsspannungen, deren Richtung allgemein schief zur Querscbnitts- 
fläche stehen, sodaD jede Biegungsspannung in eine Normalspannung und 
eine Schubspannung zerlegt werden kann. 

d. Verdrehungsfestigkeit. Die Wttrfelflächen verschieben sich 
aufeinander, ohne ihren Abstand ds zu ändern, wobei sie eine Dreh- 
bewegung um eine zum Querschnitt senkrechte Achse ausflihren. Es 
entstehen in diesem Belastungsfalle im Querschnitte Sehuispanmtngen, 
die man Torsions- oder Verdrehungsspasamn%ea nennt. Auch bei diesen 
unterscheidet man eine positive und eine negative Richtung. 

e. MaOgebend'e Spannung. Jeder dieser vier Belastungsfälle kann 
für sich eintreten, dann sprechen wir von einfachen Fällen der Festigkeit. 
Im allgemeinen wird es sich aber bei Baukonstruktionen um eusammen- 
gesetste Fälle der Festigkeit handehi. Diese darf man erf^irungsmäßig 
auf Grund des Gesetzes von der gegenseitigen Unabhängigkäl der Kraft- 



§ I. EigemchiftcD des Baiutoffea. e 

wirhingen derart lösen, daß man sie in die einfachen Fälle serlegt und 
daß man die dafür in einem Queischnittspunkte dx . dy = if^ erhaltenen 
gUuhartigen Spannungen addiert. Wie man dann durch entsprechende 
Zusammensetzung der Normal- und Schubspannnngen eine fUr die Be- 
rechnung mapgebaide Spannung erhält, wird im 4. Abschnitt erläutert. 
4. Das Elastmtätsgesetz. 

a. Elastizitätsgrenze. Zu den elastisch- festen Körpern gehören 
die meisten Baustoffe, besonders Eisen, Stein und Holz. Aller Erfahrui^ 
nach gibt es aber vollkommen elastische Körper — d, h. solche Körper, 
deren Formändnung nach erfolgtem Aufhören der Einwirkung äußerer 
Kräfte vollkommen wieder verschwindet — ebensowenig wie vollkommen 
unwandelbare, d.h. starre, keiner Formänderung fähige Körper. Man 
hat aber durch Versuche fllr viele Stoffe, namentlich auch flir Baustoffe, 
je eine Spannungsgrenze ermittelt, innerhalb welcher der Körper (für 
praktische Zwecke gcnan genug] noch als vollkoomien elastisch angesehen 
werden darf. Diese Spannungsgrense nennt man die Elastititätsgrense. 
Wrd sie bei der Belastung Überschritten, so kann die Formänderung 
nach erfolgter Entlastung nicht mehr ganz verschwinden. Es treten dann 
im Körper sog. bleibende Formänderungen auf. Im großen und ganzen 
darf man für die Elastizitätsgrenze setzen: 

ScbweiBeisen 1600 «tm. 

FloBöfcn 3400 - 

Holz 250 • 

Stria to — 100 atm. (nn^her). 

Während die Elastizität^nrenze fUr das schmieiSjare Eisen — Schweiß- 
eisen und RuOeisen — üemlich scharf bestimmbar ist und für Zug und 
Druck ^ich groß angenommen werden darf, ist diese Grenze fUr Stein 
heute noch sehr schwioig genauer festzulegen. Auch besteht wohl heute 
kein Zweifel mehr darüber, daß in Steinkonstruktionen diese Grenze fUr 
Zug und Druck nicht immer gleich groß angenommen werden darf. 
I^cht viel anders liegt die Sache beim Vergleich von Eisen und Holz. 

b. Beziehungen zwischen Formänderung und Spannung. 
Zu bemerken ist noch, daß es bei vielen Stoffen oft sehr lange dauert, 
bevor die Formänderung des Körpers sich vollzieht, selbst wenn die 
dabei entstehenden Spannungen innerhalb der Elastizität^renze Ueiben. 

. Das gleiche gilt auch fUr die vollständige Rückkehr in die ursprüngliche 
Form des Körpers nach erfolgter Entlastung. Man nennt diese Erschei- 
nung die elastische Nachwirkung. Die gesetzmäßigen Beziehungen zwi- 
schen Formänderungen nnd Spaimungen innerhalb der Elastizitätsgrenze 
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sind stierst von dem Engländer Hooke' dnrch Versuche mit stäfalenien 
Fedem entdeckt worden (1660). Er &nd die Fürmändenrng der elasti- 
schen Kraft (2) proporthnal und drückte dies Geiett durch die Formel 
tut tensie sie vis* ans. Dasselbe fand — und wahrscheinlich unab- 
hängig von HooK£ — auch Masiotte' (1Ö79] bei Versuchen mit kleinen 
Stäben aus Holz, MetaU und Glas. Femer wurde das Hoekesche Geieti 
durch die Entdeckung Huyghens ^ über die Schwingungszeiten elastischer 
Stäbe und durch die Versuche von 's Gravesande* mit Metalldrähtcu 
bestätigt. 

Die ersten genauen Versuche waren die von 's Gravesands. Neuere 
Versuche von Savart, Masson^, Weber und Werthzim führten zu 
gleichen Übereinstimmenden Ergebnissen. Weber' war der erste, der die 
sog- elastische Nachwirkung beobachtete. Wertheih' hat mit Hilfe eines 
äußerst empfindlichen Verfahrens zuerst den strengen Beweis daflir er- 
bracht, daß das Elastizitätsgesetz für Druck und für Zug in gleicher 
Weise gültig ist, was man bis dahin ohne Beweis schon angenommen 
hatte. Es wird aber notwendig sein, dazu zu bemerken, daO aus- 
gedehnte Versuchsreihen der Laboratorien der deutschen technischen 
Hochschulen, unter denen die Versuche von Bauschinger, Tethajer 
und V. Bach in erster Linie stehen, zweifellos ergeben haben, wie ge- 
wisse Baustoffe, namentlich Gußeisen und Sieine verschiedener Art dem 
Elastizitätsgesetze nur unvollkommen folgen. Eingehendere Angaben über 
diesen Punkt werden im 4. Abschnitt folgen. Abgesehen von diesen 
Ausnahmen kann man das HooKE'sche oder Elasüzitätsgesetz heute wie 
folgt aussprechen: 

I. EHe Formänderung ist der elastischen Kraft proportional. 

3. Die Formänderung bleibt bis auf ihr Vorzeichen die gleiche, 
wenn man Zug durch Druck ersetzt oder wenn man Biegung und Ver- 
drehung im entgegengesetzten Sinne wirken läßt (3). 

c. Proportionalitätsgrenze. Das Hook^scht Gesetz bildet heute 
noch die Grundlage aller Berechnungen in der Statik der Baukonstruk- 
titmen. Es ist aber wohl zu beachten, daD es streng genommen nur 
für isotrope Körper und außerdem auch nur innerhalb einer gewissen 



< Hooke, Fhiloiophlcal tiaett «nd eollectioiu. London 1678. 

■ Maiiottb, Oen'rreE. Leyden 1717. 

^ HuYGHENi, HoTolsginiD oteiUktoilnni. Pub 1673. 

* '3 Gkavxsandb, Fhyricei elementa mathematica. 172a 

^ Ann. de eh im. et de phyt. 1837 und iS^t. 

^ Webes, Po^. Ann. 1835. 

' WnTTiEm, Ann. de cliim. et de pliTi- 1S44. 
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Spannungsgreoze gültig ist, die man deshalb ProporiionalitäUgrttut 
nennt. Elastizitätsgrenze und Propordonalitätsgretize sind im aUgemeineD 
nicht dasselbe, weil erstere nur die Grenze bezeichnet, bis zu welcher 
die Körper als vollkommen elastisch angesehen werden kömien, während 
letztere die Grenze der Gtildgkeit des Hooke'schen Gesetzes festlegt 
Die Elastizitätsgrenze ist schwierig, wenn nicht unmöglich, genau fest- 
zosetzen, weil es ja uur von der Schärfe der beim Versuche anzu- 
wendenden MeD Vorrichtungen abhängt, ob man ganz kleine, fast ver^ 
schwindende bleibende Formänderungen noch beobachten kann oder 
nicht Dagegen ist die Fropordonalität^renze flir die elastischen Form- 
ändraungen viel schärfer zu bestimmen. 

d. Streck- oder FlieDgrenze und Quetschgrenze. Schmied- 
bares Eisen zeigt bei Zug- und Druckversuchen, sobald die Elastizitäts- 
grenze überscIuitteD ist, ein eigentümliches Verhalten. Die Dehnungen 
nehmen nämlich von einer bestimmten Spannungsgrenze ab plötzlich 
stark zu (namentlich ist das bei Zugversuchen der Fall], sodaQ man die 
Verändenmgen mit bloßem Auge verfemen kann. Diese Spannungs- 
grenze nennt man fflr 7m% die Streck- oder Fäeßgreaze, bei Druck die 
QueiscAgKoze. 

5. Dehnung und Gleitung. 

a. Längsdehnting und Querdehnung. Bei dem einfachen Falle 
der ^oma/festigkeit (Fig. 3} verlängerten oder verkürzten sich die 
Kanten dz des DifierentialwÜrfels und das Verhältnis dieser ULngen- 
änderungen galt als die posidve oder negative Längsdehnung. Es findet 
aber dabei gleichzeitig eine Verkleinerung oder Vergrößerung der Quer- 
schnittsßäe/u 4x . dy statt, derart, daß auch die Kantenlängen dx und 
dy sich entsprechend ändern. Das Verhältnis dieser Änderungen nadi 
der Quere des Körpers nennt man Querdeknung. Sie ist positiv bei 
Druck und negativ bei Zug, während umgekehrt die Längsdebnung 
positiv bei Zug und negativ bei Druck war. 

Die Bestimmui^ des Verhältnisses der Querdehnung zur Läugs- 
dehnung bei Z\i% und Druck hat seit Navier' viele Forscher beschäft^ 
Poisson' berechnete auf Grund von Voraussetzungen über die Art der 
Anziebui^, die von den aus ihrer Gleichgewichtslage gebrachten Mole- 
külen aufeinandn ausgeübt werden, das Verhältnis zu '/^. 

Nach späteren theoretischen Untersocbungen von Cauchv^, LxMt* 



' Naviex, H^moiiei de rAc>d. des sdences. 1827. 

* PoissoN, Ebenduelbst, 1S39 und Joninnl de l*£coIe polyteehntqae. 1831. 

3 Cauchv, Eiereises de mathi^maäqneB. 1837 n. 1838. 

1 Luii nud CUPsyROH, Mfmoire« des Mvaatt itnngen. 1833. 
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ond Kirchhoff' ^cgt die Verhältaiszahl zwischen Null tind 0,5. Aus 
Versuchen von Webtheiu mit Kautechuk, Glas, Messing und Stahl er- 
gab sich '/j* ^^ Staii wurden von anderen Gelehrten noch folgende 
ZahlcD gefanden: 

■Ol gehirtetem Stahl 0,294 

- imgetilitctein StmU □,a9() 

- Suhl tu Ot erhitit 0,319 
Tollitlndig ansgeKlUhCe StahlMlbe 0,328 
gehlnunerten Stahl o,2g6 
anigcglllhteii Stahl 0,303 

Danach rechnet man heute flir die Poisson'scbe Vertiältniszahl '/^ 
bis V,. 

Für Eisen und Stahl cmp&ehlt sich 0,3 ; für Hotz und Stein sind 
sichere Werte heute noch nicht anzugeben. 

b. Das DehnungsmaQ. Ist a irgend eine Normalspannung und 
bezeichnet man a als die Zö^jidehnnng fUr die Einheit des ursprüng- 
lichen Längenmaßes, so lautet das Elastizitätsgesetz: 

E ist das Dehnungiinaß, anch das Elasdzitätsmaß od» die Elasti- 
zitätszahl genannt Es ist durch Versuche für verschiedene Käiper be- 
stimmt worden, worüber spätere Tabellen nähon AnfschluO geben. 
Jedoch soll an dieser Stelle bereits hervorgehoben werden, daß fUr die 
vorhin [4-b) schon erwähnten Baustoffe, die dem ElastizitätsgesetE nur 
unvollkoimnen folgen, wie z. B. Zement, Beton und verschiedene Steine 
das Dehnungsmap für Druck wtd für Zug verschieden ausfallt 

Aas der Gleichung (3] folgt ohne weiteres, daO E eine Spannung 
vorstellt, weil a eine unbenannte Zahl (von der Dimension Null} ist 

und weil deshalb der Quotient — auch eine solche geben muß. 

Bezeichnet femer — die Poisson'sche Zahl und ß die Querdehnung, 
so ist nach obigem: 

c Das GleitungsmaO. Die Gleichungen (3) und (4] gelten filr 
Noimalspannungen. Will man nun ähnliche Beziehungen auch flir die 



' KiRCHHOFF, Pogg. Ann. iSjg. Detg;!. Okatow und Schnhebeu, 1863 and 
1870. 
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Sekubspannungen nnd die dadurch hervorgerafenen GUilungett auf Grund 
des Elastizitätsgesetzes analytisch fessen, so darf man von der Gleichung 

r = h (s) 

ausgehen. Darin bedeuten y die Gldtung, i die Schnbspannung und 
G das Gleiiungsmaß (oder die Gleitungszahl). Mit Hilfe der Gleichungen 
(3} und [4] und unter Betrachtung des Fonnänderungszustandcs eines 
differentialen Würfels (Fig. 3) kann man G als eine Funktion von E 
und m entwickeln, wie es im 4. Abschnitt dargelegt wird. Man er- 
hält dann aUgemeini 



oder fUi ffl ^ 3: 



.(» + ■ 



(«) 



Auf solche Weise führt man die Berechntmg der Formänderungen 
infolge von Schubspannungen auf das Dehnungsmaß E zurück, das 
für die Bauatofie von zahlreichen Versuchen her genau genug bekannt 
ist, während das GleitungsmaQ bisher unmittelbar aus entsprechenden 
Versuchen noch nicht mit Sicherheit ennittelt worden ist. Immerhin 
bleibt aber wohl zu beachten, wie danach die Berechnung von Schub- 
spannungen nach der Gleichung 

! = /.<; 

nur innerhalb gewisser Grenzen ab genau genug angesehen werden darf, 
weil die Poisson'sche Zahl aus Versuchen (5 a] nicht fUr alle Baustoffe 
scharf bestimmt ist 

6. Spannungswechsel tind Belasttingswechsel. Wenn in irgend 
einem Stabquerschnitte einer Konstruktion (1) unter dem Ao^ffe einer 
ihre Lage wechselnden Last eine Spannung ihre Größe ändert, so kann 
sie dabei ans ihrer positiven in die n^ative Richtung übergehen, oder 
umgekehrt. Diesen Vorgang nemmt man einen Spatmungswechsel. 
Zwischen dem größten und dem kleinsten Wert einer Spannung — den 
Grenewerten — besteht dann ein sog. Spannungsunterschied , dessen 
Größe , abgesehen von dem Vorzdchen , gleich der Summe der 
beiden Grenzweite ist Es wechsele z. B. eine Spannung zwischen 
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einem gräOten Druck von iioo kg auf i qcm Qucrscbnittsfiäche des 
Stabes und emero Zuge von 600 kg/qcm. Dann ist der Spannungs- 
unteischied gleich 1800 l^qcm. ^teteht in einem Stabquerschnittc 
kein Spannungswechsel, so sagt man, der Querschnitt erleide reinen Zug 
oder reinen Druck (abgesehen von etwaigen Schubspanhungen). 

Im Gegensatz zu einer dauernden Belastung, wie sie z. B. durch 
die Schwerkraft ausgeübt wiid, steht der Belastungswechsel, dem alle 
Konstruktionen unterworfen sind, die veränderliche oder vorübergehende 
Lasten zu tragen haben, wie Menschei^^edränge, EjsenbahnzUge, StraOen- 
w^en, Schnee- oder Windlasten u. dgl. Es entsteht nun die Frage, 
ob die Widerstandsfähigkeit eines Stabes unter sonst gleichen Umständen 
in verschiedenem MaDe beansprucht wird, je nachdem der Stab dauernd 
oder im Wechsel belastet und je nachdem er Spannui^wechsel erleidet 
oder nicht. Nach den hierüber vorliegenden zahlreichen sog. Dauer' 
versuchen mit Eisen, die im wesentlichen darin bestehen, daß ein Eisen- 
stab in eigens dazu eingerichteten Festigkeitsmaschi nen viele millionen 
Male vergleichenden Spaunungs- und Belastungswechseln unterworfen 
wird, darf man diese- Frage im allgemeinen bejahen. 

Aus den grundlegenden Zug- und Biegungsversuchen von Wöhler' 
lassen sich die Hauptergebnisse in folgenden zwei Sätzen wiedergeben: 

1 . Ein Spannungswechsel führt einen wiederholt belasteten Eistnstai 
eher tum Bruche, als wenn der Stab — bei gleich hohen- Grenzwerte» 
der Spannung — entweder nur reinen Druck oder reinen Zug erleidet, 
d. h. also, ein Stab, der zwischen den Grenzwerten ± 10 t und ± 35 t 
gespannt wird, ist nicht so gefährlich belastet wie ein Stab, der einen 
Spannungswechsel zwischen + 10 t und — ag t oder — 10 t und 
+ 25 t erleidet. 

2. fe größer beim Spannungswechsel und bei gleich hake» Grent- 
werten der Spannung der Spannungsunterschied ist, desto gefährUehtr ist 
der Spannungszustand, d. h. also, ein Stab, der zwischen den Grenzwertai 
± 10 t und ± 35 t gespannt wird, ist nicht so gefährlich belastet wie 
ein Stab, der einen Spannungswechsel zwischen ± 15 t und q: 35 t 
erleidet, obwohl die höchste Spannung in beiden Fällen gleich ist (35 t). 

Bei späteren Dauerversuchen kam Bauschincer' zu einem neuen 
wichtigen Ergebnisse, das als drittn Satz, wie folgt, gefaßt werden 
kann: 

3. Ein Eisenstab, der keinen Spanmtngsweehsel erleidet, bricht selbst 

* VergL Utenitnr in: MsrntTENS, Der deutsche BrUckenbMi im 19. Jaliriumdert. 
190a 
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iei vielen Milüonen von Belastvngswechseln nicht, falls dabei der Grenz- 
wert der Spamiuttg unter der sog. Elastizitätsgrenze bleibt. 

Viele hervorragende FachmäDner haben versucht, die in obigen drei 
Sätzen allgemein zusammengefkQten Ergebnisse von Dauerversuchen 
zu verwenden, um daraus auf wissenschaftlichem Wege ein Maß flir 
die Sicherheit einer Konstruktion zu finden. Gerber and Laiinhardt' 
gingen dabei voran; dann folgten SchAffek, Wineler und Weyrauch. 

An diesei Stelle möge nur noch hervorgehoben werden, daü Laun- 
UARDT der erste war, der die hierbei vo^ommeoden Fragen in ein 
wissenscbaftlicbes Gewand gekleidet hat 

La(JNHardt nennt diejen^e Festigkeit des BaustofTes, deren Kennt- 
nis dazu befähigen würde, die Frage nach einem SicherheitsmaD flir 
eine Konstruktion erschöpfend zu beantworten, die Arbeits/estigkeit. 
ArhätsfesHgkeit ist nach ihm diejenige Spannungsgrenze, bei welcher ein 
Stab erst nach einer unendlich großen Zahl von Belastungswechseln 
brechen würde. Launhardt unterscheidet dann zwei Arten von Arbeits- 
festigkeit ; 

1. Die Tragfestigkeit. Sie bezeichnet solche Fälle, in denen nur 
eine ruhende Belastung, z. B. nur das Eigengewicht der Konstruktion 
wirkt, wobei also kein Belasfungsvechstl eintritt. 

2. Die Ürsprungsfestigkeit. Sie bezeichnet den besonderen Fall eines 
Belastungswechsels, bei welchem der untere Grenzwert der Spannung 
stets gleich Null ist. Hierbei tritt also kein Spannungswechsel ein. 
Für solche Stäbe wtirde der obige Satz von Baüschinger angewendet 
werden können. Die von Launhardt, unter Benutzung der Ergebnisse 
der WöHLER'schen Versuche, abgeleitete Formel flir die Arbeitsfestig- 
keit leidet aber an dem Mangel, daO der Spannunf^echsel darin nicht 
berücksichtigt ist. 

Weyrauch' hat die Formel von Launhardt durch HinzufUgung des 
Begriffs der tSckwingungsfestigkeil* ergänzt. Unter Schwingungsfestig- 
ktit versteht er diejenige Arbeilsfestigkeit, bei welcher Zug- und Druck- 
spannung beim Spannungswechsel gleich groß werden. Wenn dieser Fall 
eintritt, wird der Spannui^sunterschied bei festliegendem oberen Grenz- 
werte am gröDten, der Belastungszustand also am gefährlichsten. 
Weiteres über diese Fr^en, die aber zur Zeit noch nicht zum Abschluß 
gelangt sind, vergL im III. Bande. 

7, Die zulässige Spannung. Aus Gründen der Sicherheit gegen 
Bruch oder Zerstörung darf in keinem Stabquerschnitte einer Konstruktion 

' Vergl. Anin. 1 anf vorigM Sdte. 



12 Bntei Abiclinitt. Du Weicn der Koutrnktlon. 

tion tmd bei keiner möglichen Lage ihrer Belastong die maOgebende 
Spannung (3e] eine erfahningsmäOig eis zulässig anerkannte Grenze 
überschreiten. Es fragt sich nun, nach welchen Grundsätzen diese sog. 
iuiässige Spannung festzusetzen ist. 

a. Ältere Annahmen. Wie im Anfange des 19. Jahrhunderts legt 
man auch heute noch die Festigkeit des Baustoffes zu Grunde, indem 
man mit einem SicherheitsgratU gegen das Überschreiten derjenigen 
Festigkeitsgrenze rechnet, die fUr den Baustoff durch Versuche am zu- 
verlässigsten festgelegt worden ist. Für das schmiedbare Eisen ist das 
die Normalfesügkeit , für Stein die Druckfestigkeit und für Holz die 
Zugfestigkeit. Steine und Mörtel haben nur eine verhältnismäßig sehr 
geringe Zugfest^keit Beim Holz beobachtet man desgleichen eine ge- 
ringe Schubfestigkeit Das sind eigentümliche Festigkeitsverhältnisse, die 
bei der Ausbitdung der Stein-, Holz- oder Eisenverbindungen besonders 
zu beachten sind. Im groQen Durchschnitt kann man für Konstmk- 
donsstoffe folgende Festigkeitszahlen annehmen: 
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Danach wählt man, wenn nicht aus besondem, weiterhin angegebenen 
Gründen eine abweichende Art der Bestimmung der zulässigen Spannung 
eintreten muß, den Sicherheitsgrad gegen Zerstörung mit etwa 5 für 
Eisen und etwa 30 bis 10 fUr Stein und Holz. Das heiOt also: Die 
Zerstörung oder der Bruch wtiide erst eintreten, wenn die Berechnnngs- 
last 5, 10 oder ao Mal größer wäre, als sie wirklich ist 

b. Nenere Annahmen. Eine neuere Art der Festsetzung der zu- 
lässigen Spannung stützt sich auf die Forderung, daß alU Teile einer 
Konstruktion unter ihrer Belastung möglichst dauernd und vollkommen 
elastisch wirken sollen. Das geschieht (nach ♦), wenn selbst unter den 



I I. Eigemchaften des BMUtoETes. Ij 

ui^;ünstigsteii Umständen in keinem Konstruktionstelle eine bleibende 
Formänderung eintritt, oder mit anderen Worten, wenn die Grenzwerte 
der auftietenden maügebenden Spannungen nie die ElasHzität^renze 
überschreiten. Geht man von dieser richtigen Grundlage ans, so muß 
man auOerdem noch eine Sicherheit dafür haben, daO die maßgebenden 
Spannungen nirgends in der Konstruktion das angedeutete Maß fiber- 
schreiten. Deshalb muß man alle Zufälle, die während der Ausfuhrung 
oder des Betriebes der Konstruktion eintreten können, in Betracht 
ziehen, namentlich also unvermeidliche Ungenauigkeiten bei der Be- 
rechnung, sowie auch unvermeidliche Mängel und Fehler bei der Her- 
stellung der Konstruktion, ebenso auch Abnützungen oder Schwächungen 
im Betriebe o. dgl. mehr. 

Aller bisherigen Er&hnmg nach genügt es, wenn danach im großen 
und ganzen die unter den ungünstigsten Umständen in der Konstruk- 
tion auftretenden Spannungen höchstens auf die Hälfte des Betrages 
der ElasHxitätsgrenxe wachsen können. Der Sicherheitsgiad gegen deren 
~ l)berscbreitung wäre dann ein zweifacher. 

Für die Annahme der Elastizitätsgrenze als Grundlage für die Wahl 
der zulässigen Spannung spricht auch noch dn anderer Umstand. Aus 
den (unter 6) bereits erwähnten Dauerversuchen hat sich (nach Satz 3) 
ergeben, daß ein in einer Fegtigkeitsmaschine von der Spannungsgrenze 
Null ab wiederholt belasteter Eisenstab verhältnismäßig erst nach viel 
längerer Zeit — erst nach einer milliouen&^en Zahl von Belastungs- 
wechseln — zum Bruche gebracht werden kann, wenn bei keinem 
Einzelversuche je die Elastizitätsgrenze fiberschritten wird. Da nun die 
meisten Konstruktionen selbst vielbefahrener eisemer Brücken jährlich 
nor wenige zehntausende und selbst in hundert Jahren nur einige 
millionen von Belastungswechseln erfahren, so darf man wohl schließen, 
daß der Bestand einer Konstruktion rechnungsmäßig ausreichend ge- 
sichert erscheint, wenn in allen ihren Teilen, die keinen Spannungs- 
wechsel erleiden, nirgends die Elastizitätsgrenze des Baustoffes über- 
schritten wird. 

c. Stein und Holz. Hierflir liegt die Sache etwas anders als für 
das Eisen. Unter 4b wurde bweits hervorgehoben, wie die Elastizitäts- 
grenze wohl für das schmiedbare Eisen ziemlich scharf zn bestimmen 
und auch für Zug und Druck gleich groß angenommen werden darf, 
daß diese Grenze aber namentlich für Stein heute noch sehr schwierig 
genau festgelegt werden kann. Auch besteht wohl heute kein Zweifel 
mehr darüber, daß beim Stein das Dehnungsmaß [5b} für Zug und 
Druck nicht gleich groß angenommen werden darf. Nicht viel anders 
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liegt die Sache beim Vergleidi von Eisen und Holz. Deshalb rechnet 
man bei der FestsetzoBg der Sicherheit für Stdn- und Holzkonstnik- 
donen ziemlich allgemein DOch nach dem älteren Verfahren unter Zti- 
grtindel^ung der Festigkeit als Maßstab. Daß man außerdem bei der 
Verwendung von Holz und Stein einen mindestens doppelt so hohen 
Sicherheitsgrad fUr notwendig bfilt als beim Eisen, kennzeichnet die 
mindere Zuverlässigkeit jener Baustoffe gegenüber dem Eisen augen- 
Mig. 

X)ber die bereits erwähnten neuem Bestrebni^n, die Wahl der 
zulässigen Spanntu^ unter Zugrundelegung der Ergebnisse von Dauern 
versuchen und mit Rücksicht auf Spannungs- und Belastungswechsel 
mehr als bisher auf wissenscbafüichen Boden zu stellen, vergl. Band m. 

8. Temperatureinflüsse. Die den festen Körpern eigene Elasti- 
zität wnrde (unter 2) aus dem Verhalten der Moleküle erklärt, die in 
ihre ursprüngliche Gleichgewichtslage zurückkehren, sobald eine Ein- 
wirkung äußerer Kräfte aufhört. Die Moleküle beEnden sich, allen Be- 
obachtungen nach, in ihrer jeweiligen Gleichgewichtslage nicht in Ruhe, 
sondern sie vollführen um diese Lage sehr rasche Schwingungen. Die 
dadurch bewirkte mechanische Arbeit der Moleküle überträgt sich bei 
der Berührung von festen Körpern als Wärme und der Erwäimungsgrad 
oder die Temperatur des Körpers ist erfahrungsmäßig proportional der 
Bewegungsenergie seiner Moleküle. Beim Erwärmen des Körpers ver- 
größern die Moleküle ihre Schwingungsweite, wodurch sie sich immer 
mehr von ihrer ursprünglichen Gleichgewichtslage entfernen. Infolge- 
dessen veigrößert sich der Rauminhalt des Körpers, der Körper dehnt 
sich aus. 

Solange die infolge von WärmezufUhrui^ oder Wärmeabnahme ein- 
tretende Änderui^ des Rauminhaltes sich im Körper ungehindert voll- 
ziehen kann, solai^e leisten die Molekularkräfle behufs Herstellui^ neuer 
Gleichgewichtslagen nur innere Arbeit. Sobald hierbei aber ein äußeres 
Hindernis irgend welcher Art eintritt, müssen die Molekularkräfte auch 
äußere Arbeit leisten und infolgedessen entstehen Temperaturspannungen 
im Körper, die ihn unter Umständen zu zerstören vermögen. Die Größe 
der Temperaturspannungen berechnet sich nach dem Elastizitätsgesetz 
aus den Formänderungen, die der Körper durch den Widerstand er- 
leidet, der sich seiner Raumausdehnnng infolge der Temperatur ent- 
gegensetzt. 

Für schmiedbares Eisen ist aus zahlreichen Versuchen die Dehnung a 
für die Längeneinheit (oder das Längenänderungs -Verhältnis) und für 
1° Celsius zu 
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a ^ 0,00001 3 
bestimmt worden. 

Wenn also ein Eisenstab an seinen beiden Enden a und b un- 
wandelbar und spannungslos eingespannt oder festgehalten wild (Fig. 4) , 
so würde der Stab bei einer Temperaturabnahme von t Grad 
eine Spannung a erleiden, die nach dem Elastizitäts- 
gesctz (4} aus dar Gleichung 



zu berechnen wäre. 

Bei einer Temperatürabnahme von 40 Grad und einem 
Dehnui^lsmaD E von 2000 t/qcm würde sich 

ts =s atE = 0,000013 . 40 . aooo ^ 0,96^ 
ergeben oder gleich 960 kg auf i qcm Qua-scbnittsfläche 
des Stabes. Kg- 4- 

Abgesehen von einer derartigen Erhöhung der Anfangs- 
spannung würde für den Konstrukteur noch in Frage kommen, ob und in 
wieweit infolge des Temperaturwechsels die Festigkeitseigenschaften der 
BaustoSe sich verändern können. Die Frage ist dahin zu beantworten, 
daß, aller Erfahrung nach, innerhalb der bei Batikonstruktionen in der 
R^el vorkommenden Temperaturschwankungcn irgend eine erheblidie, 
die Sicherheit der Konstruktion berührende nachteilige Veränderung der 
Festigkeitseigenschaft nicht beobachtet worden ist. Daß Baukonstruk- 
tionen, die unter Umständen einer Feuersgefahr ausgesetzt sind, dag^en 
konstruktiv entsprechend geschützt werden sollten , liegt auf der Hand, 
in erster Linie, wenn Holz als Baustoff dient. Aber auch Eisen ver- 
liert in glühendem Zustande völlig seine Festigkeit, während Stein im 
allgemeinen und Beton im hohen Grade fUr feuerbeständig gelten. 

Beim Entwerfen von Eisenkonstruktionen rechnet man in Mittel- 
europa mit Temperaturschwankungcn von ± 30° bis 35° C. Dabei 
wird, um flii die GrundmaOe des Entwurfes eine Temperatumoim zu 
haben, diejenige mittlere Temperatur, bei weldier die Konstruktion 
in allen ihren Teilen als spannungslos angenommen werden darf, zu 
-|- 10° C angenommen. Danach schwankt die Temperatur zwischen 
30° bis 35° KälU und 40° bis 45° Wärme. 
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% 2. Die KonstniktionS'Systane. 

9. Die Konstruktionsteile. 

a. Tragwerk und Stützen. Aile BaukonstrukHonen hohen Lasten 
aufzunehmen und auf den Erduntergrund zu übertrafen. 

Danach unterscheidet man im allgemeinen zwei Hauptteüe jeder 
Konstruktion, den tragenden und den stutzenden Teil oder das 
Tragweri und die Stützen (oder Lager). Das Tragwerk dient zur 
Aufnahme der Lasten und ruht auf den Stützen oder Lagern, 
die in Verbindung mit dem Erduntergrunde stehen. Je nach der Art 
der Konstruktion kann die Verbindung der Stützen mit dem Erdreich 
eine verschiedene sein. Steinkonstruktionen, wie Mauern und Gewölbe, 
können sich unmittelbar auf den Untergrund stützen, weil ihr Tragwerk 
sozusagen in sich die nötigen Flächen dazu bietet (Fig. 5 und 6). 




Flg. s- Flg. 6. 

Dagegen erfordert das Tragwerk der Holz- und Eüenkonstruktionen in 
der Regel besondere Stützen, durch welche die Tr^fwerklasten mittelbar 
auf das Erdreich übertragen werden. Dazu dienen geeignete Untei^ 
mauerungen, Grundbaiiten , Pfeiler und dergleichen, deren mit dem 
Erdreich in Berührung kommenden Stutzflächen entsprechend angeordnet 
und groß genug sein müssen, um eine Überlastung des Untergrundes 
zu verhüten. Erfahrungsgemäß folgt nämlich auch der Erdkörper den 
in § I erläuterten Gesetzen der Elastizität und Festi^eiL So gibt es 
auch für den Untei^nmd in jedem Falle eine Spannungsgrenze, Über 
welche hinaus, um den dauernden Bestand der Konstruktion nicht zu 
gefährden, die Belastung des Baugrundes nicht gesteigert werden darf. 
b. Vollwandige und gegliederte Tragwerke. Die Glieder eines 
Tragwerks bezeichnet man statisch, in Hinsicht auf die Grundformen 
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des Baustoffes, als Stäbe (1). Wenn do Stab ungeteilte müe Quer- 

sclmittsflilchen zeigt, heißt er ein voHwcmMger. 

Eine StDtzmaner und ein Gewölbe (Fig. 5 nnd 6] berechnet man 

wie krumme Stäbe. Eine Säule und ein Träger (Fig. 7 und 8) ei^ 
scheinen in der Gestalt von geraden Stäben; sie 
gelten als voUwandige Tragweite. 

Im G^ensaU zu den vollwandigen stehen 
die gegliederten Tragwerke, die im allgemdnen 
als eine Verbindung von vollwandigen Stäben 
angesehen werden dürfen. In statischer Hinsicht 
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Fig. 7- 
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nennt man sie deshalb auch St^werke. Sind Stabwerke dnrch Stützen 
mit dem Erduntergrund verbunden, so heißen sie Fachwerke, obwohl 
die Bezeichnungen »Stabwerk« und >FachweTk> sehr häufig auch mit- 
einander vertauscht werden. 

Die Anfinge der Entwicklung der Fachwerke im Hoch- und 
Brückenbau werden weiterhin unter 37 und 38 daigelegt. 

10. Die KonatruktioiisIaBten. Die vom Tragwerk au&unehmenden 
Lasten wirken entweder ständig, d. h. miunterbrochen, oder sie wirken 
nur zeitweise, im regehnäOigen oder unrcgelmäQigen Wechsel, also 
veränderlich. Zu den ständigen Lasten gehören das Eigengewicht des 
Tragwerks und etwaige sonstige besondere Gewichte, die von verschie- 
denen Materialien und Gegenständen herrühren können. Bei einem 
Dache gehören z. B. die Dachdeckung und etwaige am Tragweik des 
Daches aufgehängte Schornsteine, Hebekrane, Kronleuchter oder do^L 
zu den ständigen Lasten. Bei einer Straßenbrücke rechnet man dazu 
die Sand- oder Kiesbettung mit dem Pflaster; bei einer Eisenbahnbrücke 
die Schienen und Schwellen u. s. w. 

Die veränderlichen Lasten sind i. heweglicke oder Verkehrslasten, 
die ans einem Veikehre von Menschen, Tieren nnd Fahrzengen ent- 
stehen und 2. zufällige Lasten, lUe, wie Stürme, Winde, Schneefälle o. 
dergl., natürlichen Ursachen entspringen. Das Konstruktionsgewicht 
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viikt als Moisenkraft; alle llbrigen Lasten, ob sie ständige oder ver- 
ünderlicbe sind, wirken als Oberflächenkräfte, wobei die Lasten über 
eine gewisse Oberfläche der Konstruktion stetig verteilt sind. EMe Ver- 
teilung kann gleichmäßig oder vngleichmäßig erfolgen, in ähnlicher Art 
wie bei der Spannungsverteüung in einem Querschnitte (2b). Findet 
die Bertthmng der Oberfläche — abgesehen von der 
elastischen Formändening der sich berührenden Körper- 
teile — in eioeoi mathematischen Punkte statt, so be- 
e betrefiende Last P (z. B. den Rad- oder 
Achsdruck eines Verkehrsbhrzenges) als Eintellast (Fig. 9}. 
Fig. 9. Die Hauptrichtung aller Lasten ist die lotrechte, 

weshalb in der Regel die Hauptteite aller Konstruktionen, 
um deren Gleichgewichtslage mit den einfachsten Mitteln au&echt ei^ - 
halten zu können, lotrecht gestellt werden. 

Die Wtttdkräfte, und auch gewisse Seitenkräfte, die bei der Be- 
wegtmg von Verkehtsfahrzengen entstehen, wie Flieh- und Bremskräfte 
eines Eisenbahnzuges , wirken in wagerechter oder nahezu wagerechter 
Richtung. Die Temperaturkräfte sind an keine Richtung gebunden, sie 
wirken unnüttelbar und verursachen Formänderungen in der Konstruk- 
tion, die Temperaiurspannungen im Gefolge haben (8). 

Die Lasten werden auf ein Tragwerk unmittelbar oder mittelbar 
übertragen. Die über den Balken rollende Last P (Fig. 10) kann an 
jeder Stelle der Balkenober- 
fläche — d. h. unmittelbar — 
angreifen. Dagegen können 
die in der Fig. 1 1 dargestellten 
Tr^r einer Brücke, über 
welche Querschwellen gestredct 
sind, die ein Schienengleis 
tragen, die rollenden Lasten 
nur an denjenigen Stellen über^ 
tragen, die inFlachenberührung 
mit den Querscbwellen kom- 
men. Dies ist ein Beispiel fUr 
die mittelbare LastUbextragung. 
Ein anderes Beispiel mittelbarer Übertngung ist in Fig. la in 
einem Querschnitt und im Grundriß dargestellt. Über einer Ruhe 
von Querschwellen li^ ein Schienengleis, auf welchem die Lasten 
eines Eisenbahnzuges verkehren. Die Querschwellen werden von zwei 
Längsträgem L unterstützt und diese liegen auf (oder zwischen] vier 
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Querträgern Q, die in (Reichen Abstfinden an den beiden Jfauftträgem H 
befestigt sind. Hier werden also die Lasten anmittelbar von den 
Schienen anigenommen und auf dem W^e Über Querschwellen, Längstri^^ 
und Querträger auf die Haupttr&gtr mittelbar übertragen. Die Haupt- 
träger geben ihre Last bei 
a und ^ an die stützen- 
den Pfeiler ab und diese 
Übertragen sie schüeOIich 
auf den Untergrund. 
Die zur Übertragung 

von Lasten dienenden 

Konstruktionsteile des 
Tragwerks werden Quer- 

kotKtruktionen benannt. 
Dazu rechnen auch alle 
diejenigen Konstruktions- 
teile, die notwendig wer- 
den, um Einwirkungen 
von Win&; Flieh- und 
^rnvukräftea u. dergl. 
durch das Tragwerk in die 
Stützen und den Erd- 
untei^rund überxufUhren. 
II. Bbene und räum- 
liche S]r8teme. Obwohl 
streng genommen jedes 
Tragwerk in aBen seinen 

Teilen nach drei Abmessungen hin ausgedehnt ist, also als ein räumliches 
zu bezeichnen wäre, so erleichtert es doch die Berechnung, zwischen 
ebenen und räumlichen Tragwerken zu unterscheiden. Dabei empfiehlt 
es sich auch, wie bereits geschehen [9b), ein Tragwerk allgemein als 
eine Verbindui^ von vollwandigen Stäben anzusehen. Danach versteht 
man unter einem ebenen Tragwerk (Stabwerk, Fachwerk] ein solches, 
dessen sämtliche Stabachsen in einer einzigen Ebene liegen, in welcher 
auch alle äuQem Kräfte (Lasten und Stützenwiderstände) wirken. Diese 
Ebene heißt die Kraftebene. Sie steht in der Regel lotrecht, damit auch 
die Kräfterichtungen des Eigengewichtes darin verbleiben. Ebene Tiag- 
werke werden kurzweg Träger genannt. Man spricht von einer Träger- 
scheibe, Tragscheibe oder kurzweg von einer Seheibe, wenn es sich um 
einen vollwandigen oder gegliederten ebenen Träger bandelt 
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Die in den Fig. $ — 8 dargestellten Tragwerke (Stütimauer, Gewölbe, 
Säule, Träger] können danach als ebene Tragwerke betrachtet und be- 
rechnet werden. 

Raumtragwerke (Stabwerke, Fachwerke] ^d im allgemeinen solche, 
deren Stabachsen in beliebigen Ebenen verteilt liegen und deren Be- 
lastungen [abgesehen vom Eigengewicht] in beUebig«! RichtimgeD an- 
greifen. Auch sie folgen in ihrem Aufbau meist der Schwerkraftrichtung 
derart, daD sie in der Regel mindestens eine lotrechte Konstnikdons- 
Symmetrieuchse erhalten. 
* Viele Raumtragwerke lassen sich in einzelne ebene Systeme zerlegen. 
Ein solches Tragwerk ist z. B. der in Fig. i a datgestellte Überbau einer 
eisernen Brücke. Sobald man sich ihre Hauptträger, Querträger und 
Längsträger aus ihren Verbindungen lo^elöst denkt, was durch Legung 
entsprechender Querschnitte (t und 13] geschieht, kann ihre Berechnang 
je flir sich durchgeführt werden. Gegen die Einwirkung von senkrecht 
zur Tragwerksebcne wirkenden Kräften (10] sind die notwendigen Quer- 
konstruktionen vorzusehen. Auch eine Dachkonstruktion, die aus einer 
Anzahl von ebenen Bindern besteht, über welche quer die zum Tragen 
der Sparren und der Dachlast dienenden Verbindungshölzer liegen, läßt 
sich in ähnlicher Weise in ebene Systeme zerlegen. 

In der Neuzeit sind aber, hauptsächlich auf dem Gebiete des Eisen- 
baues, zahlreiche Raomkonstrukdonen entstanden, die als vollkommen 
einheitliche Stabverbindnngen erscheinen, deren Auflösung in eine 
Anzahl von ebenen Systemen deshalb irgend eine Eileichtenrng bei ihrer 
Berechnung nicht verschaffen kann. Diese Konstruktionen tragen ihren 
Namen Raumfachwerke also mit größerem Rechte, als jene gegliederten 
Ramntragwerke des Brückenbaues (F^. la), deren Berechnung heute in 
der Regel noch unter Zerlegung in ebene Systeme erfolgt 

Diqenigen Stellen einer ebenen oder räumlichen Konstruktion, in 
denen die miteinander zu verbindenden Stäbe zusammentreffen, heißen 
die Knoten, und den mathematischen Punkt, in welchem die Stabachsen 
«ch schneiden, nennt man den Knotenpunkt. Die Knotenverbindungen 
sind konstruktiv tmd statisch betrachtet von wesentlicher Bedeutung fllr 
das Verhalten des Stabwerks unter der Belastung, sodaO sie (unter 14) 
besonders besprochen werden sollen. 

12. Die Sicherheit der Konstruktion. E>ie Spannm^grenzen, 
innerhalb welcher der Erdboden, abgesehen von festem Stein- und Fels- 
grunde, noch als ausreichend tragfähig angesehen wird, betragen etwa 
3 — 6 atm. Sie liegen also weit unterhalb derjenigen Grenzen, die 
fUr die Baustoffe noch als zulässig gelten [7]. Die Sicherheit der 
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Konstruktioii hängt deshalb in erster Linie von der ausreichenden IVag- 
fähigkeit des Untergrundes ab. In zweiter Linie stehen erst Tragwerke 
und Stützen. Man darf danach sagen: 

DU SüAtrkeit der Konstruktwn ist gewährleistet, wen» die unter der 
Einwirkung der äußeren Kräfte entstehenden i/mem Kräfte m keinem 
Konstrukfiansteile, eingeschloaen die Stützflächen im Erduntergrunde, eine 
gewisse — durch die Erfahrung feitsusetzende — Grenze überschreiten. 

Wie man diese Grenze, die sog. zulässige Spannung, an der Hand 
Asx Erfahrung festsetzt, indem man dabei, um den nötigen SicherheOsgrad 
zu erhalten, entweder die Festigkeit oder die Elastizitätsgrenze als Maß- 
stab wählt, wnrde [unter 7) bereits erörtert Dort wurden auch bereits 
die neuem Bestrebungen behufs einer wissenschaftlichen Festsetzung der 
zulässigen Spaimung unter Berücksichtigung des Spannui^- und Be- 
lastungswechsels (6), sowie auch des verschiedenen Einflusses einer 
dauernden oder vorUbeigehenden Belastui^, gekeimzeichnet Alle diese 
Betrachtungen waren aber wesentlich nur auf das Verhalten eines Kon- 
stmktionsJ/a^^5 gerichtet, es wurde dabei die Eigenart der Konstruktion, 
in welcher der betrachtete Stab nur einen Teil bildete, aufJer acht ge- 
lassen. Und doch hegt es wohl auf der Hand, wie es nicht gerecht- 
fertigt erscheint, bei zusammeDgesetzten Konstiuktionen von großer 
räumlicher Ausdehnung', die veränderUche oder beweghche Lasten zu 
tragen haben, für alle Stäbe, ohne Unterschied ihrer Bedeutung oder 
ihres besondetn Zweckes, den gleichen Sicherbeitsgrad zu wählen. Es 
sollten vielmehr die Konstniktionsteile je nach der Art, wie die Lasten 
auf sie übertragen werden und je nach der Häufigkeit ihrer Beanspruchung 
in Gruppen gesondert werden. Für jede Gruppe wäre dann «n beson- 
derer Sicherbeitsgrad zu wählen. • 

Am ungünstigsten würden dann diqenigen Querkonstnikdonen (10) 
dastehen, die unmittelbar von den beweglichen Lasten berührt, also auch 
von deren 5t![>/!wirkungen unmittelbar betroffen werden {Fig. n). Viel 
günstiger stellen sich die Verhältnisse für die Hauptiräger, auf welche 
die Lasten mehr oder weniger mitlelbar einwirken, und den kleinsten 
Sicherheitsgrad würden solche Querkonstmktionen erfordern, die von 
den Betriebslasten überhaupt nicht oder doch nur in minderem Grade 
beeinflußt werden. Darunter befinden sich in der allergünstigsten Lage 
die Windverbände, insofern als diese nur sdten — häufig in einer 
längeren Reihe von Jahren nicht — so stark beansprucht werden, wie 
es bei ihrer Berechnung für (aller Voraussicht nach] legelmäOig wieder- 
kehrende Fälle angenommen werden mußte. 

Ein neuer Gesichtspunkt kommt hinzu, wenn man Konstruktionen, 
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die im wesentlichen nur ihr e^eoes Gewicht — das KonstiuktioD^ewicht 
— und keineiiei oder wenig Verkehrslast au&unebmet) haben, in Ver- 
gleich stellt mit Konstnikdonen, die bei geriugem Eigengewicht schwere 
und dazu noch stoßende Lasten tragen mtissen. Gkkber war der aste, 
der das bei obigem Vergleich in Frage kommende Verhältnis swisthea 
dem Eigengewicht und der Verkehrslast bei der Wahl der zulässigen 
Spannung mit berücksichtigte. Gerber berechnete (1859) die zulässige 
Spannung a (in atm) und flir Sehweißeisen nach der Formel: 

a ^ 1600 ■ 



£ + 3y 

Datin bedeutet fUi ii^end einen Konstruktionsstab £ die allein vom 
KoDStruktionsgewicht herrührende Spannkraft des Stabes, V den Wert 
der Spannkraft der in dem nämhchcn Stabe bei der ungunstigsten Lage 
der Vokehrslast entsteht. 

Wird die Formel von Gerber fUr eine Konstruktion gebraucht, die 
allein ihr Eigengeiricht zu tragen hat, so verschwindet V und es ergibt 
sich dann: 1 

a = 1600 atm, 

das ist die Elastizitätsgrenze für SchwnDeisen (7). Im Gegensätze dazu 
ei^bt sich für eine Konstruktion, bei welcher die Masse ihres Eigen- 
gewichtes als verschwindend angesehen werden kann, g^enUber der von 
ihr zu tragenden Verkehrslast 

1600 
ff = — — = 533.3 aön. 

Gerbers Formel veranschaulicht in einfacher und zutrefiender Weise, 
wie mit ziyiehmendem Konstruktionsgewichte die zulässige Spannung 
sich mehr und mehr der Elastizitätsgrenze nähern darf. Da nun das 
Konstruktionsgewicht im allgemeinen mit der sog, freitragenden Weite, 
der Stützweite einer Konstruktion, in zunehmendem Vnhältnis wächst, 
so wird man — unter sonst gleichen Umständen — den Sichertieits- 
grad einer Konstruktion mit wachsender Stützweite abnehmen lassen 
können. Gleichzeitig ist dabei im Auge zu behalten, daß mit zuneh- 
mender Masse der Konstruktion nicht allein die Einwirkung stoßender 
Belastungen an Gefährlichkeit verliert, sondern auch das Eintreten von 
Spannungswechsehi (6) seltener wird, weil die aus der ständigen Be- 
lastung herrührende positive oder negative Spannkraft eines Stabes von 
einer gewissen Größe des Eigengewichtes ab einen so hohen Wert er- 
hält, daß ihr Sinn durch das Hinzukommen der kleincreii durch die 
Verkehrslast veranlagten Spannkraft nidit mehr gewechselt werden kann. 
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13. Der belastete Konstruktionsstab. Abgesehen davon, in wel- 
cher Weise ein Stab an seinen beiden Enden — im Knoten — mit den 
Nachbarstäbeo konstruktiv verbunden ist, läßt sich die Art der Berech- 
nung seiner Spannm^n in einem beliebigen Querschnitte wie fo^ all- 
gemein darstellen. 

Man denke sich die Konstruktion so durchschnitten, daB sie in zwei 
vollständig voneinander getrennte Teile zerßUlt. Dabei werden im all- 
gemeinen mehrere Stäbe getio&n. Durch jeden dieser Stäbe fUhre man 
den Schnitt so, daÜ er senkrecht zur Stabachse ausfällt, also einen 
Querschnitt gibt. 

Wie wir annehmen, war die Konstruktion vorher nnter der Wirkung 
ihrer Stutzenwiderstände und Belastung im elastischen Gleichgewicht (2b). 
Durch ihre Teilung wurde das Gleichgewicht jedes der beiden Teile ge- 
stört Es kann aber wieder hergestellt werden, wenn die unter den 
gegebenen Konstniktionslasten entstehenden Spannungen aller im Schnitte 
lic^^den Stabquerschnitte in diesen als äuflere Kräfte wieder angebracht 
gedacht weiden (2bj. Wie dann auch diese Spannungen in den Quer- 
schnitten beschaffen und verteilt sein mögen und welchen der beiden 
durch den Schnitt het^^estellten Teile der Konstruktion man dabei auch 
betrachten will, jedenialls müssen die Mittelkräfte der Spannungen in 
ihrer Gesamtheit den am betrachteten Konatruktionsteile wirkenden 
äußern Kräften (Stützkräften und Belastungen) das Gleichgewicht halten. 

Man iiisse also die als äußere Kräfte angebracht gedachten Span- 
nungen — wie es weiterhin in § 7 — 9 noch ausführlich gezeigt werden 
wird — in jedem Stabquerschnitte zu 
Mittelkräften zusammen. Das geschieht jf^ y 

am ein&cbsten in den Schwerpunkten ^ P'^Tx 

(^^A^mpunkten) der Querschnitte. In / /g ' \ 

Fig. 13 ist dargestellt, in welcher Art / / \ \ 

man die Znsammensetzung ausfuhrt: In 1 \^ q -^ \ ^ 

räumÜehen Systemen lassen sich alle \ >--V ^ I *~ « 

äußeren Kräfte auf eine Einzelkraft R \ <-^\M' */ 
and ein statisches Moment Jlf zurück- \ \ / 

führen (50 aj. S zerlegt sich in eine 
Achienkraft S, deren Richtung mit der f^- '3- 

Stabachse zusammenfiLllt und in eine 

Querkrafl Q, deren Richtung in der Querschnittsfläche liegt. Das Miment 
Vann nach drei rechtwinklig aufeinander stehenden Achsen X, Y, Z in 
Mt, JU, und Aft zerlegt werden. Af^ und At, sind Biegwigsmomentt 
in den Ebenen der YZ und XZ; M, ist ein Verärehun^aif!mea.t für 
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die Ebenen parallel zur A'K. In ebenen Systemen, wo alle Kiäfte in 
einer Kraftthtne (Tlj wiricen, liegen die Einzelkraft R und das Moment 
M in dieser Ebene. R zcilegt sich dann auch in eine Achimkrajt S 
und eine Qturkraft Q (Fig. 13). 

Über die Formänderui^en und Spannungen, die infolge der Wirkung 
einer Achsenkrafl, einer Querkiaft und eines Momentes entstehen, ist 
bereits (unter 3) das vorläufig Erforderliche gesagt. Wir wiederiiolen: 
Eine Achsenkraft erzeig Noimalspannungen, die entweder Zug oder 
Druck bedeuten ; eine Querkiaft erzeugt 5fA»^pannungen nnd ein Mo- 
ment entweder Biegungs- oder Vträrehtmgs^Kcami^Ka. AosfUrliches im 
vierten AbBchnitt. 

Sobald es md|^ch ist, Jür eine» der in den Schnitt fallenden Stab- 
qnerschnitte die Einzelkraft R und das Moment M aus den gegebenen 
Belastungen mit Hilfe der drei Gleichgevrichtsbedingui^en d^ Ebene 
oder der iechs des Raumes eindeutig zu bestimmen, liegt ein sog. staüsck 
bestimmter Belastungslall vor. 

14. KDatenverbmdungen. Die konstruktive Ausbildung einer Knoten- 
verbindung hat sich nach der Art des Baustoffes zu richten. Besonders 
wild dabei auch zu beachten sein, daß Steine eine nur sehr kleine 
Zugfestigkeit und Hölzer nur eine geringe Schubfestigkeit besitzen, 
während Eisen sowohl g^en Zug und Ehuck als auch gegen Schub 
ziemlich gleich widerstandsfähig ist Wie aber eine Knotenverbindnng 
auch angeordnet sein möge, statisch braucht man nur zweierlei Arten 
zu unterscheiden: 

I. eine Einspannung, 
3. ein Gelenk. 

Über Knoten, in denen beides, eine Einspannui^ und ein Gelenk 
vorkommen, wird weiterhin gesprochen. Die Einscannung ist statisch 
immer als eine starre, d. h. eine unbewegliche oder eine unwandelbar 
feste Verbindung anzunehmen, abgesehen von den unvermeidlichen 
elastischen Formänderungen der verbundenen Stäbe. Die Herstellung 
einer Einspannung wird bei Steinkonstruktionen in der Regel mit Hilfe 
von Mörtel durch einen Verband oder eine Vertakmmg bewirkt In 
Holz- und Eisenkonstruktionen stoßen die zu verbindenden Stäbe meist 
sttunpf zusammen , wobei die dauernde satte Berührui^ ihrer Schnitt- 
flächen mit Hilfe von Versclmtubungen, Vernietungen oder dergl. er- 
zwungen werden. 

Ein Gelenk soll so beschafTen sein, daß es eine Drehui^ der m ikm 
angeschlossenen Stabenden zuläßt. Konstruktiv erreicht man dies bei 
ebenen Knoten mit Hilfe eines tyUndrischen Bolaens, bei Raumknoten 
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durch ein sog. Kugelgelenk oder andere Mittel. Die an die Oberfläche 
des Bolzens oder der Kugel stoOenden Stabenden weiden derart gefUhrt 
und festgehalten, daO die Stabachsen immer durch den Mittelpunkt m 
des Bolzen- oder Kugelgelenkes verlaufen {F\%. 14). 

Wie oben schon erwähnt, kommen auch Knoten vor, in denen Ein- 
spannung und Gelenk miteinander verbunden sind. Fig. 15 veranschau- 
licht einen solchen Fall: Die Holzstäbe S und .S, sind an ihren End- 
querschnitten mit Hilte einer eisernen Knoteneinlage einge^>annt. Die 
Einlage ist im Knotenpunkte durchbohrt, sodaD die Bohrung einen 
Zylinderbolzen aufiiehmen kann, woran der ^senstab H mit Hilfe 
eines sogenannten Auges aufgehängt wird. Einen andern Fall zeigt 
Fig. 16. Über den Holz- oder Eisenstab O ist irgendwo auf seiner 
Länge zwischen den Enden eine eiserne Hülse h geschoben und fest- 
geschraubt. Diese HUlse endigt am unteren Ende in zwei Lampen, 




Flg. 14. FiE- 15. Flg. 16. 

zwischen denen ein Stab gelenkig eingelegt ist. In diesem Falle ist der 
Stab O ein sog. durchgehender Stab, im Gegensatze zu einem einfachen 
Stab, der zwischen seinen Enden nie einen Knoten au&immt Über die 
wesentlich verschiedene Bedeutung einfacher und durchgehender Stäbe 
für die Starrheit eines Stabweikes folgen ausführliche Erörterungen 
unter 16a und 31- 

Im Gegensatze zu einer Einspannung bietet ein Gelenk an nnd für 
sich keine starre, sondern eine bewegliche Verbindung. Ein in allen 
seinen Knoten mit Gelenken ausgerüstetes gegliedertes Tragwerk bleibt 
daher im allgemeine» beweglich, obwohl es möglich ist, durch ent- 
sprechende Wahl der Zahl nnd Anordnui^ der Stäbe auch ein solches 
IV^^erk starr zu machen, abgesehen natürlich von den unvermeid- 
lichen elastischen Formänderungen, die gleichzeitig eine Drehung der 
anstoßenden Stäbe um ihr Gelenk und auch eine Verschiebung der 
Knoten herbeiführen. Dagegen ist selbstverständlich jedes Tn^werk als 
starr anzusehen, wenn alle seine Stäbe durch Einspannung miteinander 
verbunden sind. 

In statischer Hinsicht (und unter gewissen Voraussetzmigen] bietet 
ein Gelenk gegenüber einer Einspannung erhebliche Vorzüge. Deshalb 
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ist es in der Neuzeit allgemein Gebrauch geworden, vorhandene Ein- 
ifiannuagen in Gelenke aufgelöst zu denken, einerseits um sicher zu sein, 
daß ein als starr befundenes TragweA es auch tinier alien Umständen 
ist, anderseits um die Berechnung der Stabspannungen auf mischst 
einfachem Wege und dabei Ubersichdich und klar durchführen cu können. 
15. Die Bedeutung reibungBloser Kaotengelenke. FachweAe 
sollen unter Jeäer beliebigen Belastnng starr, d. h. in allen ihren Trilen 
uobeweg^ch sein, weil sonst Gleichgewicht zwischen den auf sie 
wirkenden äußern Kiäften nicht in jedem Falle mißlich ist Um das 
am ein^hsten untersuchen zu können, sehe man votläofig von den 
unvermeidlichen elastischen FormänderungeD ab, betrachte also alle 
Stäbe als starr und denke sich alle Knoten mit reibungslos arbeitenden 
Gelenken ausgerüstet. Nur wenn man vollkommene Bew^lichkeit in den 
Stabknoten voraussetzt, kann man sicher sein, daß ein als starr be- 
fundenes Fachweik dies auch unter allen Umständen ist 

Aber nicht allein bei der Untersuchung auf Starrheit, sondern auch 
bei der Bereekntmg der Stabspannungen ist es vorteilhaft, vorläufig 
wenigstens die Voraussetzung reibungsloser Knotengelenke beizubehalten, 
wenn sie auch in Wirklichkeit nie ganz erfüllt wird Es wird natürlich 
dabei einer spätem Aufgabe vorbehalten bleiben müssen, den Einfluß 
der vemachlässigteD Reibung und [nn Falle des Vorhandenseins von 
Einspannungen) auch den Einfluß der vemachlässigtcn Einspannnng auf 
die Stabkräfte festzustellen. In sehr vielen Fällen erweist sich dieser 
Einfluß fiir die Konstruktion derart un- 
erheblich, daß er als nicht vorhanden be- 
trachtet werden darf. Die Zweckmäßigkeit 
B.\ der Voraussetzung reibungsloser Gelenke 

wird in folgendem noch näher beleuchtet 




Wird eine Reibui^ in den JSn^flächen 
der Stäbe, dort wo sie mit der Gelenk- 
Oberfläche in BerUhmi^ kommen, als nicht 
*"* '7. vorhanden ai^mommen, so wird auch 

jedes Reibungsmoment fortfallen, das bei der 
unvermeidlichen elastischen Knotenverschiebung und der dadurch herbei- 
geführten Drehung der Stäbe um das Gelenk sonst auftreten mUßte. In- 
folgedessen zerl^ sich bei einfachen Stäben (Fig. 17J eine im Knoten- 
punkt angreifende Last R nach erfolgtem Eintritt des elastischen Gleich- 
gewichts [2 b) nach den Richtungen der anstoßenden Stabachsen, d. h. die 
Stabquerschnitte erleiden nur Achsenkräfte, die Querkrä/te infolge der 
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Belastung durch Ji »nd Null (13). Wäre dae Reibongsmoment oicbt 
^ch Null, so wUrdem die Sdtenkiäfte von ß im aUgemeinen nidit 
alle im Knotenpunkte zusammcDtrefieD können, weil sie, um ihr Gleich- 
gewicht mit Ji nicht zu stören, in ihrer Gesamtheit in Beziehung auf 
den Knotenpunkt ein statisches Moment erzeugen mliOten , das dem 
Reibongsmomente gleich, abei entgegengesetzt gerichtet wäre. 

In einem ebenen Knoten (11) kann kein elastisches Gleichgewicht er- 
zeugt werden, wenn nicht die im Knoten angreifenden Lasten [oder 
deien Mittelkraft J?) in der Knotenebene wirken. Denn die im Knoten 
anstoßenden Achsenkräfte haben eine Mittelkraft, die in der Knoten- 
ebene liegt und die nur aufgehoben werden kann durch eine ihr gleiche, 
aber entgegengesetzt gerichtete Kra(t. Daraus folgt auch noch, daß in 
eiaem ebenen Knoten mindestens suiei Stäbe, die überdies nieht in einer 
und derselben Geraden liegen dürfen (Fig. 18}, zusammenstoßen müssen. 



Flg. 16. Fig. 19. 

Zwei in eine Gerade fallende Spannkräfte S, und S, {Fig. 19) haben 
stea eine Mittelkraft, die in der nämlichen Geraden wii^, also von der 
äuQeiii Knoteukraft Ji nicht aufgehoben werden kann. 

In einem ifnifmknoten darf die dort angreifende äußere Kraft R be- 
liebige Lage haben, es müssen dort aber mindestens drei Stäbe anstoßen, 
die überdies nitkt in einer Ebene Hegen dürfen. Wären nur zwei Stäbe 
oder drei in eine E3>ene fallende Stäbe vorhanden, so könnte die Mittel- 
kraft ihrer Acfasenkräfte bei beliebiger Lage von R nicht mit dieser im 
Gleichgewicht sein. 

16. Stab^rerksyateme. Nach obigem erscheint statisch ein Stab- 
werk als das geometrische Bild einer Stabverbindung ^ in welchem die 
gatfiehtlos gedachten Stäbe durch Länge und Lage ihrer Achsen darge- 
steUt sind und die Stabenden, als in reibungslosen GeUnken beweglich 
betrachtet werden. 

a. Einfache und zusammengesetzte Stabwerke. Es sind 
einfache nnd durchgehende Stäbe zu unterscheiden (14). Ein einfacher 
Stab ist nur an seinen Enden mit den Nachbarstäbeo verbunden, 
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während ein durchgeheoder Stab auOerdem auch noch an beliebigen 
Zwischenstelleo Stabknotea aufoimmt [Fig. 16). Zur besGem UaCer- 
scheidiu^ werden daher duichgehende Stäbe in ebenen Systemen als 
Tragscheiben oder kurzw^ Scheiben bezeichnet. In räumlichen Systemen 
nennt man sie Tragkifrper oder Körper. 

Besteht ein Stabwerk aus lauter einfachen Stäben, so soll es ein 
einfaches Stabwerk genannt werden. Besteht aber ein ebenes Stabwerk 
aus einer Verbindung von 
ein&chen Stäben und Schei- 
ben oder ein RaumstabweA 
aus einer Verbindung von 
einlachen Stäben, Scheiben 
und Körpern, so soll es ein 
zusammengesetites Stabwerk 
heißen (Fig. ao). 

Sofern einfache Stabweike 
untereinander oder auch in 
beliebiger Zusammensetzung 
mit Stäben, Scheiben oder 
Köipem verbunden werden, 
veral^emeinext es die Be- 
trachtungen und Unto^uchungen, wenn man die einfachen starrett Stab- 
werke in ähnlicher Weise wie durchgehende Stäbe als staire gegliederte 
Scheiben oder starre gegliederte Körper aufiaOt, je nachdem sie ebenen 
oder räumlichen Systemen angehären. 

Die allgemeinsle Gestalt eines Stabwerkes erscheint danach als eäu 
Verbindung von Stäben, Scheiben und Körpern. Gehen alle Scheiben 
und Körper in einfache Stäbe (Iber, so entsteht der Sonderfall des eift- 
fachen Stabwerkes. 

Sobald ein Stabwerk durch Stützen starr mit der Erde verbanden 
ist, bezeichnet man es als Fadiwerk (9b). Aber auch ein Fackwerk ist 
als ein Stabwerk und »war als ein tusammengesetttes antusehen, wen» 
man die Erdsekeibe oder den Erdkihfer als notwendigen Teil des ganten 
Gebildes mit einrechnet. 

b. Berechnung der Stabkräfte. Das System ist 'starr, sobald 
zwischen den gesamten in den Knotenpunkten angreifenden Lasten 
und den Stabkräften Gleichgewicht stattfindet, denn in diesem Falle 
muß auch in Jedem Kwten zwischen den dort angreifenden Lasten und 
Subkräften Gleichgewicht eintreten, d.h. sämdiche Knotenpunkte, als 
Angriffspunkte der Knotenkräfte, bleiben uabeweglick. Daran ändert sich 
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nichts, wenn auch außerhalb der Ktioten eines Stabes äußere Kräfte 
angreifen, denn diese können immer in Seitenkräfte zerlegt werden, die 
in den Knoten des betreffenden Stabes angreifen. Bei der Berechnung 
der Stabkräfte hat man wohl zu unterscheiden, daß das starre und das 
elastische Gleichgewicht nicht gleichbedeutend sind. Denn infolge der 
unvermeidlichen elastischen Fonnänderungen verschiebt sich das als 
Grundlage dienende geometrische Bild des Systems ein wenig, weil die 
Stäbe infolge ihrer Beanspruchung durch die Achsenkräfte ihre Länge 
elastisch ändern tmd dadurch die Veranlassung zu Knotenverschiebungen 
und Wiftheländerungen geben. Die so entstandenen Abweichungen vom 
uisprünghchen Bilde sind aber geringfügige, sodaD sie bei der Berech- 
nung außer acht gelassen werdoi können. Deshalb fußt die Berechnung 
der Stabkräfte auf der Annahme des starren Gleichgewichts unter Ver- 
nachlässigung der elastischen Formänderungen. 

c. Grundspannnngen und Nebenspannungen. Die anter 
obigen Voraussetzungen aus den Stabkräften oder Achsenkräften er- 
mittdten Stabspannungen nennt man wohl Grwidspannsmgen. Die aus 
den EÄnflüBsen obiger Vernachlässigungen, sowie auch der in Wiridich- 
keit gar nicht oder nur annähernd zu erfüllenden Voraussetzungen ent- 
stehenden Stabspannongen heißen allgemein Nebensfannungen oder 
Zusatsspannungen. Dazu gehören z. B. der Einfluß des Eigengewichts der 
Stäbe, der insofern vernachlässigt wurde, als das Gesamtgewicht des 
Stabwerks oder Fachwerfcs in entsprechenden Mittelkräften nur ab in 
den Knoten wirkend ai^enommen wurde, während doch auch jeder Stab 
selbst sein Eigengewicht zu tragen hat, infolgedessen seine Achse sieh 
krümmt. ¥Äas gleiche Wirkung wie das Eigengewicht üben auch die 
einen Stab belastenden Windkrdfte ans. Einen Hat^tbeitrag zu den 
Nebenspannungen liefern die Einspannungen der Knoten, weil sie Ein- 
spannungsmomeste (13) erzeugen, die ihrerseits wiederum Nebenspan- 
nungen in den anstoßenden Stäben hervorrufen. 

Danach ist zu übersehen, daß die Grundspannungen Normat- 
spannungen, die Nebenspaimungen dagegen Biegungsspannungen sind (3). 
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17. Statische und konstruktive Bedetitung der Stützen. Es 
sollen nur solche Tr^werke betrachtet weiden, die nicht — wie 
Mauern und Gewölbe — unmittelbar mit dem Erdboden verbunden, 
sondern solche, bei denen zwischen dem Tragwerk und dem Erdboden 
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besondere kstfibertragende Stützen od« Li^er vorhanden sind. In 
diesen Fällen gewinnt die Anschaulichkeit, wenn man den Erdkötper 
mitsamt denjenigen KonstniktionsteilcD , die unmittelbar mit ihm ver- 
banden sind, wie Untermauerungen , Pfeiler, Grundbauten und dei^l. 
ab eine statre Schabe oder als einen stairen Körper betrachtet, je 
nachdem nun es mit einem ebenen oder räumlkken System (11) zu 
tun hat. 

Im statischen Sinne haben dann die Stützen das Tragweric mit der 
Erdscheibe [oder dem Erdkörper] derart zu verbinden, daO die Kon- 
struktion als starr angesehen werden kann. Wir werden weiterhin be- 
sonders za untersuchen haben, welche Mindestzahl von Stützen ei^ 
forderhch wird und welcher Art ihre Verbindung mit Tragwerk und 
Erdkörper sein muQ, um genannten Zweck zu eireichen. Dabei darf 
nicht übersehen werden, welche Bedingungen daneben die Stutzen auch 
komtruitiv zu erfüllen haben. Diese Bedingungen sollen vorerst be- 
sprochen werden, 

a. UntCT der Tragwerkbelastung (10) entstehen in den Sttitzen 
Widerstände, die allgemein Stüttenkrä/te genannt werden und die in 
ihrer Gesamtwirkung der Belastung das Gleichgewicht halten. Ihre 
Größe und Richtung wird bei der statischen Berechnung der Konstruk- 
tion um so genauer ermittelt werden können, je schärfer ihre Angriffs- 
punkte festlegt sind. Die Angriffspunkte der Stüttenkrä/te, die Stüts- 
punkte, sollten also möglichst mathematische Ankte sein. Wenn dies der 
Fall ist, dann sind auch die ^itfemungen der einzelnen Stützen unter- 
einander — die Stüttweiten — die bei der Berechnung »ne große 
Rolle spielen und von deren GröQe die Bedeutung eines Tragweiks in 
erster Linie mit abhängt — selbst unter dem Spiel einer veranderlithen 
Belastung möglichst mathematisch genau bestimmt. 

b. Die unter der Wirkui^; der Belastung und der Stützenkräfte, so- 
wie auch infolge von Temperatureinflüssen entstehenden unvermeidlichen 
Formänderungen des Tragwerks sollten sich vollziehen können, ohne 
dabei unnötige schädliche sog. Nebenspannungen (16c) im lYagwerk 
und den Stützen zu erzeugen. Da nun die Formänderungen im allge- 
meinen aus Verdrehungen und Verschiebungen bestehen, so sollte das 
Tragwerk eine Verdrehung innerhalb gewisser Grenzen um die mit ihm 
verbundenen Stützpunkte ausführen können, wobei auch einzelne Stütz- 
pnnkte sich verschieben. 

Ist kein verschiebbarer (bewe^cber) Stützpunkt vorhanden, so wird 
eine Änderung der Stütaweiten, die unter der Belastung und unter den 
Temperatureinflüssen eintreten will, sich in vielen Tr^werken nicht 
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vollziehen können, ohne elastische Widerstände in den Stützpunkten und 
dadurch auch Nebenspannungen hervorzurufen. 

Wie bei den gebräuchlichen Arten der Stützen oder Lager obige 
Bedingungin unter a und b mehr oder weniger vollkommen erfllllt 
werden, soll nachstehend erläutert werden. 

Im allgemeinen werden wir dahei bewegliche und feste Siülzen zu 
onterscheiden haben, je nachdem der Stutzpunkt gegenüber der fest- 
liegenden Erdscheibe eine Bewegung ausftihren kann oder nicht. 

i8. Stützung bei bloßer Berührung. 

a. In einem Punkte. Oie einfachste Art der beweglichen Stützung 
oder Lagerung erfolgt dadurch, daß zwischen Tragwerk und Eidscheibe 
(einschließlich der damit starr verbundenen Einbauten} eine bloße Be- 
rührung stattfindet Vollkommen wäre diese Stützung nach obigem nur 
dann, wenn die Berührung in einem Punkte — dem Stützpunkte — 
stattfände, denn bei einer Fläehenberühntng, von der weiterhin (unter 21] 
die Rede sein wird, wäre die Lage des Stützpunktes im allgemeinen 
eine veränderliche, sobald in den Berührungsflächen (unter dem 
wechselnden Spiel der Lasten) die unvenneidlicben elastischen Fonn- 
ändemngen eintreten. Zwar würde bei einer Punktberührung der Stütz- 
fwtkt unter da formändemden Wirkung der Stützenkraft in eine Stütz- 
ßäche übergehen müssen, diese aber fallt so klein aus, daß man für Kon- 
struktionszwecke genau genug den mathematischen Berührungspunkt als 
Angrifispunkt der StUtzenkrafl ansehen darf. 

Ein Tragkörpei berühre den Erdkörper im Punkte / (flg. zi). 
Seh^i wir, damit eine etwaige Beweglichkeit des Systems vollkommen 
zum Ausdruck gelange, von der Reibung in der 
am t sich bildenden kleinen Stützfläche ab, so 
muß im Faüe des Gleichgewichts {oder bei der 
Ruhelage des Tra^Örpers) die Stützenkrafl S 
senkrecht zur Berührui^^sebene in t stehen. 
Gleichgewicht kann also nur eintreten, wenn 
die Tr^körperlasten sich zu einer einzigen 
Mittelkraft zusammensetzen lassen, deren Rich- 
tung dazu noch mit der Richtung von S 
zusammenfallen muß. Denn nur in solchem ^^' "■ 

Belastungsfalle würden im Stützpunkte t zwei 

Kräfte von gleicher Größe , aber entgegengesetzter Richtung, an- 
greifen, die sich in ihrer Wirkung aufheben. Bei einer Stützung durch 
bloße Berührung, die wir voraussetzten, wird aber selbst in diesem Be- 
lastui^falle kein Gleichgewicht stattfinden, wenn die Richtung des 
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Sttitzendruckes S aaf eine lYennimg beider betrachteter Körper hic- 
wiikt. Man aennt eine solche Richtung des Sttitzendruckes eine m^a- 
täre. Unter einer positive» Richtung versteht man diejenige, welche ein 
ZMsarnmtadriicken beider Körper im Pimkte / bewirkt 

Eine bloOe Berührung in einem Punkte ist insofern keine vollkommene 
Stützimg, als sie ein Gleichgewicht im Berührungspunkte bä negativer 
Stütsenkra/t nicht herzustellen vennag. Um also eine Berührungsstützung 
zu schaffen, die den Zusammenhang zwischen TVagköiper und Ejdkörper 
in allen Fällen wahrt, müßten besondere konstruktive Mittel in An- 
wendung kommen, die aber dann die Stützung zu einer so wenig ein- 
fachen machen, daß man von ihrer Anwendung meist absehen wiid. 
Negative StUtzenkräfte kommen bei den einlachen Konstruktionen selten 
vor. Deshalb findet man bei kleinem Tragwerken wohl Stützungen 
durch bloße Braührung in einem Punkte im Betriebe. Sie werden dacD 
gewöhnlich <?/»/BtUtzen oder GleiibigeT genannt, weil bei ihnen unter 
dem Stutzendrucke imd den dasdschen Formändoungen des Tragwerks 
gleitende Räbung in der Stützfläche auftritt (Fig. 1 1 und 1 1 bei a und b). 

b. In mehreren Punkten eines ebenen Systems. Betrachtec 
wir den Fall einer ebenen Tragscheibe T, die von der Erdscheibe B 
in zwei Punkten a und b berührt wird (Fig. 2z), wobei wir voraus- 
setzen wollen, daß negative Stützenkräfte nicht voikommen können. 
Jede der beiden Stützenkräfte A und B steht dann senkrecht zur un- 
gehörigen Berühnmgsgraden. Ihre Richtungen schneiden sich in e und 
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sie haben eine dort ai^eifende Mittelkraft Ji. Gleichgewicht kaim also 
nur in einem gewissen Belastui^&lle vorhanden sein, nämlich nur 
dann, wenn auch die Mittelkraft aller Tragwerkslasten durch den Punkt f 
verläuft. 

Im allgemeinen, für beliebig gerichtete und belegene Mittelkraft >s^ 
der betrachtete Fall also bevieg/ieA. Um eine starre Verbindung ^ 
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scluffen, moQ Jt bei beliebiger Richtung, Lage und Größe in der Ebene 
sich mit den StUtzenkräften A und B immer im Gleichgewicht 
befinden können. Dazu ist es notwendig, einen der Stützpunkte der 
Tragscheibe fest mit der Eidscheibe zu verbinden, sodaß er auch unter 
einer beliebig gerichteten StützenkraA sich nicht verschieben kann. Das 
geschiebt am einfachsten durch ein GeUni, das wir tms aus bekannten 
Gründen (15) als reiiungshs wirkend vot^tellen (Fig. 33 b« b). Dana 
ist flir jeden Scheibenpunkt sowohl eine Drehimg um das Gelenk als 
auch eine Verschiebung verhindert. 

tjber eine Stützung in drei Punkten vergl. unter 22. 

c. In mehreren Punkten eines Raumsystems. Zur starren 
Stutzung eines Tra^örpers genügt es noch nicht, weim man wie im 
ebenm Systeme ma einen Punkt des Systems festhält und einen andern 
durch Berührung stQtzt. Denn wenn a der feste Gelenkpunkt und b der 
Berührungspunkt ist (der gegen n^i^ative Stützenkräfte in seiner Lage 
festhalten gedacht wird), dann kann sich zwar der Tragkörper um 
eine Achse X (Fig. 34), die senkrecht steht zu einer durch die Gerade 
ab und die Richtung der 
Stützenkraft B festgelegten 
Ebene VZ, nicht mehr 
drehen. Wohl aber ist im 
allgemeinen noch eine 
Drehung um zwei andere 

durch a veriaufende Achsen ^ 

Z und Y mö^ch, von 
denen die erste mit der «f 
zusammenf^tunddie zweite 
senkrecht zur Ebene XZ 
steht Sobald aber noch 
zwei Berührungspunkte c 
und d geschaffen werden, 

von denen einer in der X- F'g- *4- 

Achse nnd der andere in 

der K-Achsc liegt, dann ist keinerlei Drehur^, also auch keine Be- 
wegung des Tragkörpers gegenüber dem Erdkörper mehr möglich. Man 
kann aber einen der beiden Berührungspunkte c oder d entbehren, so- 
bald man den Körper durch konstruktive Mittel zwingt, mit seinem 
Stutzpunkte b innerhalb der Ebene YZ zu bleiben. Damit benimmt man 
dem Körper die Freiheit, sich um die F-Achse zu drehen. Bleibt also 
nur noch die Freiheit, sich um die Z-Achse zu drehen. 
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Im aUgemeiDcn besitzt ein Körper bei seiner Stützung sechs Bt- 
wegangsfreiheiten. Davon hebt d^ Festlegen eines seiner Punkte drei 
Freiheiten (die Möglichkeit des Fortschrätens nach drei verschiedenen 
Achsenrichtungen des Raumes) auf; die Beschränlnmg der Bew^ung 
eines Punktes auf das Fortschreiten in einer Geraden hebt also zmei 
Freiheiten auf. Eine bloße Stützung eines Punktes benimmt nur eine 
Freiheit, nämlich die Mi^chkeit einer Verschiebong in der Richtung 
der Stützenkraft, während die Möglichkeit der Verschiebung des Punktes 
in der zur Stützenkraft senkrechten Berühningsebene verbleibt. Um die 
Stützung eines Tragkörpers später noch allgemeiner veranschaulichen zu 
können, ist es notwendig vorerst auf die Konstruktion und statische 
Bedeutung der "AVUaxagelenke näher einzugehen. 
19. Feste Sttitzengelenke. 

a. Für ein ebenes System. Die Tragscheibe T muß hier — in 
gewissen durch die unvermeidlichen Formänderungen vorgeschriebenen 
Grenzen — eine Drehung um einen Stützpunkt ausfuhren können, dessen 
Lage gegenüber der Erdscheibe unveränderlich ist Das wird konstruktiv 
bewirkt mit Hilfe eines sog. ^/mi/^rgelenkes, 
auf dessen Hauptteil, einen drehbaren zylindri- 
schen Bolzen oder eine festli^ende Zylinder- 
fläche, sich die Scheibe stützt. Wir wollen uns 
die Anordnung des Gelenkes ebenso denken, 
wie sie bei Gelegenheit der Besprechung der 
Knotengelenke des Stabwerks erläutert wurde (14]. 
I^iK- 15- Tragscheibe und Erdscheibe werden dann mit 

einem sog. BolzennH^i; versehen gedacht, durch 
welches der Zyhndeibolzen faßt (Fig. aj). Eine derartige Verbindung 
sichert auch gegen negative Stützenkräfte. 

In Wirklichkeit tritt auf dem Zylindermantel des Gelenkes steU eine 
gewisse [unvermeidliche) Reibung auf. Infolgedessen entsteht bei der 
elastischen Drehung der Tragscheibe um das Gelenk ein Reibungsmommt. 
Diesem Momente muß die Stützenkraft das Gleichgewicht halten, sie 
wird deshalb, um den nötigen Hebelarm zu erhalten, außerhalb des 
Gelenkmittels, dem Stützpunkte, angreifen müssen. Wir setzen vorläufig 
aber die Reibung gleich Null. Dann verläuft die Stützenkraft durch das 
Gelenkmittel. Die Nebtnsparmungen (16c), die allein infolge der Gelenk- 
reibung im Tragwerk entstehen, werden nachträglich zu berechnen sein. 
Der Angriffspunkt der StUtzenkraft ist also gegeben. Zur eindeutigen 
Bestimmung der Stützenkraft fehlen nur noch zwei Stücke, ihre GrSßt 
und ihre Richtung. Größe und Richtung einer Kraft S sind in der 
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Ffe. 26. 




Kg. a?. 



Ebene festlegt durch die Größe von zwei ihrer Seitenkräfte in beliebig 
gewählten Richtungen oder durch zwei Projektionen auf ein Achsen- 
kreuz von derjenigen Strecke, durch welche die 
StQtzenkraft geometrisch dargestellt wird (Fig. 26 
und Pig. 27). 

Die fehlenden beiden Stticke können aus 
dem Gleichgewichtszustande des Systems dnrch 
Au&telluDg von zwei BedingungsghUhuagen er- 
mittelt werden. Die Anwendung eines ebenen 
Gelenkes zur Verbindung sweier starren Seheiben 
bringt also zwei Unbekannte in die Rechnung, 
die man Stüitenbedingungen nennt. 

Die starre Verbindung des Gelenkes mit der 
Erdscheibe kann man sich durch zwei beliebig 
gestellte Stäbe, deren Enden mit Gelenken an 
die Erdscheibe schließen, hergestellt denken. 
Die Verbindung ist eine starre, weil die vor- 
handenen drei Gelenke [a, b, c in Fig. 38} in 
den Ecken eines Dreiecks li^en, wenn man 
sich die Seite be ergänzt denkt. Sobald die 
beiden Stäbe als starr gedacht werden, ist das 
Dreieck durch seine drei Seitenlängen eindeutig 
geometrisch bestimmt, weil auch die Seite be 
von unveränderlicher Länge ist. 

Man kann daher bei einem ebenen Gelenke 
anstatt von tmei notwendigen Slutzenbedingungen 
auch von zwei SttitzenstÖhen sprechen, die min- 
destens notwendig sind, um das Gelenk starr 
mit der Erdscheibe zu verbinden. Die Achsen- 
kräftt (Stabkräfte) der Stüuenstäbc sind aus 
der Stdtzenkraft S durch 2^rlegung zu finden. 

b. Für ein Ranmsystem. Eine Drehung 
des IVagkörpers um den Stützpunkt muQ hier 
nach allen Richtungen hin insoweit ausführbar 
sein, als es die erwähnten Formänderungen be- 
dingen. Weil also der Mantel des Gelenkes hier in der Gestalt einer 
Kugelfläche erscheint, so nennt man das räumliche Gelenk ein Kugel- 
gelenk. Ist es reibungslos, so fällt der Stützpunkt mit dem Mittelpunkt 
m der Kugel zusammen (Fig. 29). Dort zerlegt sich irgend eine Stützen- 
kraft S in drei Seitenkräfte, deren GröOe (bei beliebig vorgeschriebenen 
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Richtui^n) Größe und Richtnng der StUtzenkraft eindeutig be- 
stimmen. 

Bewii^t man die staire V^bindung des Gelenkes g mit dem Erd- 
köfper E, wie oben durch Stäbe, so sind dazu mmdestens drei Stäie 
in räumlicber Lage erfordeiUch (Hg. 30]. Die allgemein mit Kugel- 
gelenken ausgerüstet gedachten Stabenden a, i, c sind stair mit dem 
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Fig. 30. 



ErdköTper verbunden (die drei Stäbe als starr gedacht) folglich ist jedes 
Dreieck des Tetraeders abcg und damit auch dessen Köipeigestalt 
geometrisch eindeutig bestimmt. 

Ein räumliches Gelenk bringt nach obigem drä Unbekannte in die 
Rechnung, oder drei Stützenbedingungen und es erfordert behufs seiner 
starren Verbindnng mit dem Erdktirper mindestens drei Stütsensiäbe, 
deren Achimkräfte (Stabkräfte) aus der StUtzenkiaft durch Zeil^ong zu 
finden änd. 

ao. Bewegliche Stützen. Wir sprachen (18a] bereits von Gleii- 
stützen oder G/a/lagem, bei welchen eine Stützui^ durch bloße Ober- 
flächenbcrührung stattfand. Diese Art von Stützen gehören nicht eigent- 
lich zu den bewef^chen, weil die Stutzen selbst (bei a und * in Fig. 1 1 
und 17) /est liegen bleiben, also nieAt beweglich sind, während Trag- 
scbeibe oder Tragköiper auf der StUtzobeifläche gleiten. 

Die EigentUmUchkeit der beweglichen Stützen besteht darin, daß sie 
selbst, und mit ihnen der Stützpunkt, unter den Formänderungen des 
Tragwerks ihre Lage ändon. 

Es sollen a, ünäeütützen, b. Pendehialzen, c. Rollen oder Walzen und 
d. Stehen unterschieden werden. 

a. Pendelstützen entstehen aus Stützengelenken durch Fortnahme 
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eines oder zwei der Stäbe, die den Stutzpunkt gegenüber dem Erdkörper 
festlegen. Danach besteht eine Pendelstütze im ebenen System aus einem 
einzigen Stabe (oder «ner Scheibe), deren £nden einerseits mit der 
Tragscheibe and anderseits mit der Erdscheibe dnich 
Zylindergelenke verbunden sind [Fig. 31). Der StUtz- _ S 

pnnkt g der ebenm Pendelstutze kann um den festen 
FuOpunkt a in Aki Erdscheibe schwingen oAki pendeln. 
Im räumlichen System kann die PcndelstUtze in 
zwei Terschiedenen Anordnungen verwendet werden, 
je nachdem man einen Stab oder zwei Stäbe aus 
der Unterstützung des Kugelgelenkes (Fig. 30) ent- 
fernt. Im ersten Falle erscheint dann eine Pendelstütze, 
deren Stützpunkt g in einer Ebene zu schwingen ver- 
im%, die senkrecht steht zur Stabebene des Gelenkes, 
wobei die Drefating um die durch die beiden Fuß- 
gelenke o und b festlegten Achse erfolgt (Fig. 33). 

Bei Beseitigung von zwei Stäben erhält man dagegen eine räumliche 
Fendelsttttze, die sich von derjenigen des ebenen Systems dadurch 
unterscheidet, daß ihre Gelenke nicht Zylinder-, sondern Kugelgelenke 
sind (Fig. 33). Der Stützpunkt g dieser 
räumlichen Pendelstütze kann demnach nach 
jeder Seite hin einen Kreisbogen beschrei- 
ben. Er bewegt sich auf einer Kugelfläche. 




Rg. 31. 





Aus obigem folgt: 

Eine Pendelstütze eines räumlkken Systeme» bringt eine oder zwei 
(/nbekannte oder StiUsenbedingungen in die Rechnung, je nachdem der 




j8 ErsCei Abschnitt. Dax Wesen der Kon«liaktion. 

zugehörige Stützpunkt nach beliebiger Rjchtui^ oder nur in eiaer vot- 
gcschriebenen Ebene schwingen kann. 

Eine Pendelstutze eines ebenen Systems bringt nur eine Unbekannte 
oder Stützenbedingung in die Rechnung. 

Die Unbekannten sind in allen FäUea die betreffenden Stabkräfle 
der Stutzenstäbe. 

b. Eine Pendelwalze ist eine besondere Abart der Pendelstütze. 
Sie bildet gewissennaOcn den Ubei^aug zu den RollenstUtzen und ent- 
steht, wenn man die Fußpunkte der Pendelstütze nicht gegen den Erd- 
köipei gelenkig festlegt, sondern im ebenen System 
durch eine Zylinderfläche, im räumlichen System 
durch eine Kogelfläche ersetzt (Fig. 34]. 

Die Pendelwalzen haben den Vorzug vor den 
Pendelstützen, daß ihr Stützpunkt, weil er der 
Mittelpunkt einer Zylinder- oder Kugelääche ist, 
die auf einer Ebene rollt, sich bei ebenen Systemen 
Fig. 34. '" «««'' Geraden und bei Raumsysletntn in einer 

Ebene bewegt. Infolgedessen findet bei der Be- 
wegung des Stützpunktes keine Hebung oder Senkung in der Richtung 
der Stülzeiikraft statt. Also wird dabei — al^sehen von der Reibung 
— auch keine mechanische Arbeit verrichtet, deren Umsetzung in Form- 
^ ändemngen notwendig Nebenspannungen (1 6c) 

;\\ im Tragwerit erzeigen müßte. 

/' ] \ Die Pendelwalzen sind gleichwohl we- 

niger gebräuchlich, namentlich weil ihre 
konstruktive Durchbildung bei größeren Stütz- 
weiten Schwierigkeiten bereitet. 

c Rollen oder Walzen sind zylindrische 
Stäbe von genau gleichem Durchmesser und 
in ausreichender Zahl, um die Stützenkräfte 
mit Sicherheit übertragen zu können. Sie 
bewegen sich zwischen Ebenen oder zwischen 
Zyhnderfiächen, die einerseits das Tragwerk, 
anderseits den Endkörper abgrenzen (Fig. 35}- 
iq_ ,,. Bei Verschiebungen des Tragwerks werden 

die Rollen durch die Reibung an ihrem Um- 
fange gezwungen sich zu drehen. Das werden sie um so leichter tun, 
je geringer der Widerstand W der rollenden Reibung ausfällt, der er- 
&hrungsmäßig proportional dem Stützendnick S und umgekehrt pro- 
portional dem RoUenhalbmesser ist: 



^K 
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^ r 
wenn j/» das Maß der rollenden Reibui^ vorstellt (Fig. 36). Der Wider- 
stand der gleitenden Reibung ist bekanntlich dem Stützendrudt propor- 
tional. Daraus folgt, daO unter sonst gleichen 
Umständen der Widerstand der rollenden Reibung 
/^mal kleiner ist als derjenige der gleitenden. Weil 
die Reibungswiderstände aber schädliche Nehett- 
Spannungen in das Tragweik überleiten können, 
so sind bei einigermaOen bedeutenden Konstruk- 
tionen .Af/^^stUtzen den Gleitsttitzen vorzuziehen. 

Um fiir ein Rollenlager den Stützpunkt fest- 
zulegen, ist CS ratsam, über den Rollen eine sog. Rollplatte einzuschieben, 
[Fig- 37)1 die gelenkig mit dem Tr^werk verbunden ist. Täte man 
dies nicht, so würden die unvermeidlichen Formänderungen des Trag- 
werks eine genaue rechnerische Zerlegung der 
Stützenkraft S in ihre auf die einzelnen Rollen 
entfallenden Teile wenn nicht unmög^ch, so 
doch sebr schwierig gestalten. 

Bei der Bewegung der Rollen tritt die 
Reibui^ in Tätigkeit und bewirkt dabei ein Ab- 
lenken der Stützenkraft aus ihrer Ruhelage um 
den Reibungswinkel 9), der aus der Gleichung 
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Fig. 37- 



bestimmt ist 

In konstruktiver Hinsicht ist noch zu bemerken, daO die Rollen 
gleichen Abstand erhalten, symmetrisch zum Stützpunkt angeordnet 
werden und daß die Rollenachsen untereinander 
gekippelt werden (Fig. 37), damit sie gezwungen 
sind, ihren Abstand beizubehalten. 

d. Stelzen entstehen aus den Rollen, 
man deren Vollkreisqueischnitte um zwei {Reiche 
Kreisabschnitte verkleinert (Fig. 38), um da- 
durch an Raum und Kosten in der Kon- 
struktion zu sparen, bn übrigen wirken sie ganz 
wie Rollen. Sie haben ab» diesen gegenüber 
den Nachteil, daß ihr Schwerpunkt nicht in allen L^en unterstützt ist; 
sie können also zufällig einmal umfallen, was bei ausgeführten Konstruk- 
tionen zuweilen schon geschehen ist. Zur Wahrung eines gleichen 
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Stelzenabstandes genü^ es nicht mehr, die Achsen so wie bei den Rollen 
EU kuppeln; denn um eine swangläufige Bewegung der Stelzen zu er- 
zielen, muß eine sog. ParalUlföhmng angebracht werden (Fig. 38), die 
auf jeder Kopfseite der Stelzen zwei parallele, symmetrisch außerhalb 
der Stelzenachse hegende FUhrungsstäbe enthält, von denen jeder mit 
allen Stelzen durch ein ebenes Gelenk verbunden ist. 

21. Stützung durch FlächenberUhrung. Unter 9 a ist bereits 
darauf hingewiesen worden, wie die Verbindung der Stützen mit dem 
Erdkörper unmittelbar erfolgen kann, wenn der Tragkörper dazu die 
nötigen Stütiflächen in sich bietet, wie z. B. bei Mauern und Ge- 
wölben. Eine derartige Stützung von Tragschetben oder Tragkörpem 
wirkt im allgemeinen wie eine Einspatinurig (14), auch wenn die Stützung 
nicht unmittelbar auf oder in dem Erdkörper, sondern auf oder in 
den mit diesem starr verbundenen Konstruktionsteilen angeordnet ist. 

Beispielt einer Minspannung sind : Unmittelbare Stützung einer Mauer 
auf den Erduntergrund (Fig. 39); mittelbare Stützung einer Mauer oder 



Fig- 39. 1 t t t 

Flg. 40. 

eines Pfeilers mit Hilfe von eingerammten Pfählen oder dergl. (Fig. 40); 
Einmauenmg eines Balkens oder eines Trägers (Fig. 41). Auch die in 
Fig. 5 und 6 gegebenen Beispiele einer Stützmauer und eines Gewölbes 
gehören hierher. 

In allen diesen Konstruktionen müssen die in den Berührungs- oder 
Stiitzßächen unter der Wirkung der Tragwerkslasten erzeugten elastischen 
Widerstände oder Spannungen jenen das Gleichgewicht halten. Die 
Spannui^n verteilen sich in bestimmter Art über die Stützfläche und 
ändern sich mit der Lage der Lasten. Deshalb ist bei der Flächen- 
berührung (wie S. 31 schon gesagt wurde) die Lage des Stützpunktes 
veränderhch und für jeden Belastungsfall im besondem zu ermitteln. 



§ 3- Beaehnneen zwischen StUtien und Tragwerk, ^i 

Es fehlen bei der Beredmung danach Angriffspunkt, ßichhtng und 
Größe der Stützenkiaft für die vorkommenden Stützflächen. Das gibt 
nach obigem im allgemeinen: 

Stützetiiedingungen für die Einspannung : sechs im räumlichen und 
drei im ebenen System. Bei der unmittelbaren Verbindung mit dem Erd- 
köiper sind Einspamiungen nicht zu vermeiden, wohl aber wird es sich 
oft empfehlen, die Einspannung durch eine geeignete Verbindung von 
festen Gelenken und beweglichen Stützen zu ersetzen, einerseits um die 
Stützpunkte mathematisch festzulegen und andererseits um die Neben- 
spannungen xa veimindem, die an der Einspannungsstelle sowohl im 
Tragkörper als auch in dem damit verbundenen KonstruktionEteile unter 
den unvermeidlichen elastischen Formänderungen entstehen. In welcher 
Art der Ersatz geschehen könnte, möge in einigen Beispielen gezeigt 
werden. 

Fig. 43 veranschaulicht für ein ebenes System eine Einspannui^ eines 
Balkens oder einer Scheibe mit Hilfe eines festen Gelenkes g und einer 
Fendelstütze p. Beim Eintritt von Änderungen in der Luftwärme kann 
i^e Scheibe deren Einflüssen vollkommen folgen, wobei der Stützpunkt p 
pendeln und um g eine Drehung stattfinden kann. 




F^- 4*- Flg. 43. Flg^ 44. 

Fig. 43 zeigt einen ähnlichen Ersatz einer Flächenberührung fllr einen 
ebenen gegliederten Bogenträger. 

Fig. 44 stellt den Tragkörper eines Tetraeders dar, der mit Hilfe 
von drei Pendelstützcn starr mit dem Erdkörper verbunden ist Es sind 
3X2 = 6 ngtwendige Stütsenbedingungen vorhanden (vergl, 53). 

fede Einspanftung ist als eine starre Verbindung der beireffenden 
Teile amusehen und umgekehrt. Das ist nach vorstehendem unter den 
bekannten Voraussetzungen [18c) ohne weiteres erklärt. 
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§ 4. Scheibenverbindungen und einfache Stabwerke. 

33. Zwei Scheiben. Die Absätze 14, 15 und 16a über Knotemier- 
hindungen, die Bedeutung reibungsloser Gelenke und über einfache und 
susammengesettte Siahwerke stehen mit den folgenden Erörtoiingen in 
engster Beziehung. Wie unter 18 dargelegt worden ist, bedarf es lUi 
starret) Verbindung einer Tragscheibe mit der Erdscheibe mindestens dreier 





Fig 45 
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Fig 47 



Stutzenslabe Dasselbe gilt natürlich auch, wenn es sich um die starre 

Verbindung von zwei Tragscheiben untereinander handelt Zwei Scheiben 

können danach in der Axt starr miteinander verbunden werden, wie es 

in den Fig 45 bis 47 veranschaulicht ist Fig 45 erläutert den schon 

unter 18b behandelten Fall, wonn g ein ZyUndei^lenk und s, einen 

einfachen Stab vorstellt In Fig. 46 ist das Gelenk in zwei StUUen- 

stäbe s, und j, aufgelöst, während in Fig 47 drei gesonderte Stiitzen- 

stabe vorhanden sind, von denen die Stäbe s, und i, insofern auch 

wie ein Gelenk wirken, 

Qp P ab (bei Fortnabme des 

/ 1\ I I ! Stabes s, ) die Scheibe / 

um den Schnittpunkt/ 

der betreffenden Stab- 

licbtangen — den Pol 

— eine Drehung voll- 

flihren könnte. Knc 

solche gelenkige Ver^ 

bindung mit Hilfe von 

zwei Stäben, deren 

Enden nicht unmittelbar in einen Gelenkknoten mUnden, nennt man 

ein gedachtes Gelenk. 

Es gibt aber Ausnahmefälle, in denen drei und selbst mehr Stütsen- 
stäbe zur starren Verbindung der beiden Scheiben nicht ausreichen, 
wenn nämlich die drei oder mehr Stabrichtungen sich in einem und 
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demselbcD Punkte f Echneidea (Fig. 48], gleichviel ob p in endlicher 
oder in nnendlicher Ferne zu liegen käme. In jedem Falle verbliebe 
dann mindestens die 
Möglichkeit einer unend- 
lich kleinen E)rehung der 
Scheibe /gegenüber der 
Scheibe // um den ge- 
meinsamen Pol p. Es 
kann aber unter beson- 
dem Umständen sc^ar 
eine endliche Beweglich- 
kät voriunden sein, 
wenn z. B. die sämt- 
lichen Stützpunkte jeder 
Scheibe in zwei ein- 
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ander parallelen Geraden liegen und dabei auch die Stützenstäbe alle 
parallel laufen (Fig. 49]. 

33. Scheibenketten. Wenn mehrere Scheiben aneinander gereiht 
und dabei Je itoei durch ein Gelenk verbunden weiden, so entsteht eine 
Scheibenkette. Die zugehörigen Gelenke sollen etnfaehe Gelenke genannt 
werden im Gegensatze zn mehrfachen Gelenken, in denen mehr als zwei 
Scheiben miteinander verbunden sind, Wenn eine Scheibenkette zu einer 
starren Verbindung gemacht werden soll, so muD man jede Scheibe 
mit ihrer Nachbarscheibe durch mindestens drei Stäbe verbinden. Sind 
s Scheiben zn verbinden, so bedarf es dazu also einer Mindestzahl v 
voD VertnnduDgsstaben, die sich aus der Bedingui^ 

» = (i — 1)3 (7) 

ergibt 

Nach Gleichnng (7) sind z. B. drei Scheiben durch einfache Gelenke 
starr miteinander verbunden, wenn sie(3 — 1)3 = 6 Verbindungsstäbe 
aufweisen. Deshalb ist das in Fig. 50 dargestellte 
Scheibeni/rm(^^ eine starre Verbindung, weil deren 
3 Gelenke gleich 3X2 = 6 Verbindungsstäben 
za rechnen sind. Vertauscht man jede Scheibe mit 
einem anfachen Stabe (H), so bleibt obige Glei- 
chung gültig. Damit ist, wenn es noch nötig ^^ 
wäre, auch der Bewas geliefert, daß ein Stab- 
dreieck ein unverscbiebliches, starres Gebilde ist. 

Durch Aneinanderreihen von Stabdreiecken können starre Stabwerke 
gebildet werden, und um den Beweis ihrer Starrheit zn liefern, denke 
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man sie in eine Kette von Dreieckscbeiben aufgelöst Das Stabwerk 
in Fig. 51 besteht z. B. aus 5 Eh-eieckscheiben. Um stan za sein. 
mnO es also 

(S— )3 = " 
Verbindungsstäbe aufweisen. Diese sind auch vorhanden, nämlich 
4 Gelenke zwischen den Scheiben und 4 Stäbe, zosanimen 
4 ■ a + 4 = la Stäbe. 
Ein anderes Beispiel veranschanlicht Fig. 53. Das gezeichnete Stab- 
werk läßt sich in 8 Scheiben auflösen, die mit 10 Zwischengelenken 
untereinand^ verbunden ^nd ; außerdem ist nur noch ein einfacher Stab 
vorhanden, zusammen gibt das 



Stäbe. 




mg. 51. 
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Nach Gl. (7) sollen vorhanden sein (8 — 1)3 =: ai Stäbe, woraus zu 
schheßen, daß das Stabwerk stair ist Weitere derartige Beispiele vergL 
man unter 31. 

34. ZwanglKufige Scheiben- t>der Stabketten. Durch Fort- 
nahme eines Stabes oder einer Scheibe kann man ein staires Stabwerk 
in ein bewegliches verwandeln, derart, daß bei einet Verschiebung eaus 
Stabknotens alle übrigen Knoten der Kette gezwui^n sind, geometrisch 
bestimmte Bahnen einzuhalten. Eine derartige Beweglichkeit nennt man 
eine zwaagUiufige und ihre Ursache ist die Unveränderlichkät der 
Stablängen und deren kettenaitiger Zusammenhang durch die Gelenk- 
knoten. 

Eine zwanglänfige Kette beatzt danach nur äne Bewegungsfreiheit, 
weil durch die Fortnahme eints Stabes die Starrheitsbedir^ungen sich 
um nur eint vermindert haben. Das heißt mit andern Worten: sobald 
man irgend einem Knoten eine nach ihrer Größe und Richtung beliebig 
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Verse/äebung vorgesihrieben hat, so sind dadurch die Verschiebnngen 
aller UbrigeD Knoten der Kette festlegt. Auch bleibt das gegenseitige 
Verhältnis der Verschiebungen immer das gleiche, einerlei in welcher 
Art man auch Über die eiste freie Verschiebung verfügt hat Auf 
welche Weise man die Verschiebungen einer zwai^läufigen Kette rech- 
nerisch oder graphisch bestimmt, wird weiterhin [in § 1 2] dai^l^ werdoi. 
Die einfachste zwangläufige Kette ist das Gelenkuiereck. Durch 
Einßjgung eines Wandstabes wird das Viereck starr. Man kann aber ein 
Geloikviereck (und auch eine beliebige zwangläufige Kette] ebenfalls 
dadurch starr machen, daD man eine solche Kette mit einer zweiten 
Kette in geeigneter Art verbindet. Wie das geschehen kann, ist in der 
^■g- 53 veranschaulicht. Zwei Scheiben (/ und //) sind durch ein Ge- 
lenk g verbunden und jede Scheibe wird durch zwei Stäbe gestützt, so- 
daO jede Scheibe mit ihren Stützenstäben ein Gelenkviereck bildet. 

Pz 






Beide Scheiben können ßir sich eine Drehbewegui^ um ein ge- 
dachtes Gelenk [22) ausfuhren, die Sch«be / um /, und die Scheibe II 
um den unendlich fernen Funkt /,, voraussetzt, daß die zugehörigen 
Stützenstäbe parallel hegen. Der Gelenkpunkt / würde bei der Bewegung 
der Schnbe / eine Verschiebung j, ausfuhren wollen, die senkrecht 
zum Polstrahl ^/, steht. Dagegen würde er um ein Stückt, senkrecht 
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zur Stützenstabrichtung verschoben werden, sobald die Bewegung der 
Scheibe // in Frage käme. Die Verschiebungen i, und d, hemmen 
sich aber gegenseitig, weil sie nicht in der nämlichen Richtung erfolgen. 
Das Stabwerk ist deshalb starr. Die dazu notwendige Zahl der Stäbe 
ist auch vorhanden, nämlich [3 — 1)3 = 6, wobei 4 Stützenstäbe und 
a Stäbe des Gelenks g zu zählen sind. 

Das Vorhandensein der notwendigen Zahl der Stäbe verhindert aber 
den Ausnahmefall der Bew^lichkeit nicht, der eintritt, sobald die Be- 
wegungsrichtung des Punktes g flir jede Scheibe die nämliche ist, d. h. 
mit andern Worten, sobald die beiden Bahnen von g eine gemein- 
schaftliche Tangente haben. Das würde der Fall sein, wenn der Pol /, 
der Scheibe // in der Graden zu liegen käme, die durch die Punkte g 
und /, verläuft. Zwei symmetrisch gestützte Scheiben / und // würden 
in g nicht starr verbunden sein, wenn sie einen gemeinsamen Pol be- 
sässen, der in einer durch g liegenden Symmetrieachse läge. 

Das Ergebnis obiger Betrachtungen kann man in folgenden Satz 
zusammenfassen : 

Verbindet man einen I^nkt einer zwangläufigen Kette mit einer andern 
zwangläufigen Kette derart, daß die Bahn des I^tnktes für jede der 
beiden Ketten die gleiche Tangente besitzt, sc ist das zagehörige Stakwtrk 
von mindestens unendlich kleiner Be^veglichkeit. Schneiden sich jedoch beide 
Bahnen, so ist das Stabwerk starr. 

Weitere Untersuchungen und Beispiele von zwangläufigen Scheibea- 
oder Stabketten folgen in § 12. 

35. Mehrfache Scheibenknoten. Sobald in einem einfachen 
Knoten, durch den zwei Scheiben miteinander verbunden sind, noch 
eine dritte Scheibe gelenkig angeschlossen wird, entsteht ein zweifacher 
Knoten; dnrch Anschluß einer vierten Scheibe entsteht ein dreifacher 
Knoten und so fort. Allgemein entsteht ein n^facher Knoten, wenn 
in ihm m-f-i Scheiben gelenkig angeschlossen sind. Jede neue Scheibe 
gebraucht fllr ihren AnschluQ xwei Stäbe, deshalb bedeutet ein Gelenk- 
knoten, in welchem s Scheiben angreifen, soviel als 
(s — 1)2 Verbindungsstäbe. 

Will man diese s Scheiben zu einer starren Verbindung vereinigcD, 
so gebraucht man dazu im ganzen v Verbindungsstäbe, deren Zahl durch 
die Gleichung (7) 

' = (>--)3 
bestimmt ist. Außer den in dem mehrfachen Gelenk bereits vorhande- 
nen Verbindungsstäben braucht man also notwendig noch 
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Stäbe zur Erzielung der Starrheit 

Danach würde z. B. die Untersuchimg auf Starrheit ftir das in 
Fig. 54 gezeichnete Stabwerk wie folgt zu führen sein. Vorhanden sind 
* X 5 = lo Scheiben, die (ro — 1)3 = 37 Stäbe zu ihrer starren Ver- 
bindung bedürfen. Es sind vorhanden: 

zwei 4'fache Gelenke (i u. 3} mit 3.8^ 16 

ein i-feches Gelenk (3) = 2 

9 einfache Umfangsstäbe g^ 9 

Das sind ^^ 

Stäbe. Das Stabgebilde ist also starr. 

Einfacher gestaltet sich die Betrachtung noch, wenn man Knoten i 
und 3 je ftir sich in Rechnung stellt Die in i anstoßenden 5 Scheiben 




Fig. S4- Fig. SS- 

brauchen nach Gl. (8) nur 4 Verbindui^sstäbe. Diese sind vorhanden; 
das gleiche gilt vom Knoten 2. Danach besteht das Stabwerk aus zwei 
Scheiben (i — 8 — 9 — 10 — 11 — 3 und 3 — 3 — 4 — 5 — 6 — 7), die durch ein 
einfai^ies Gelenk 3 und einen einfachen Stab 7 — 8 starr miteinander ver- 
bunden sind. 

Was nach obigem fUr die Scheiben nachgewiesen ist, gilt auch für 
ein&che Stäbe. Das Stabwerk in Fig. 55 braucht abo fUr den 
fünffachen Knoten 7 

«=6-i=s 
Verbindungsstäbe, um starr zu sein. Das Stahwerk hat also einen Stab 
zu viel, es ist überstarr. 

36. Geschlossene Stabwerke. Ein geschlossenes Stabwerk ist ein 
solches, dessen Umfangsstäbe in der Ebene eine Scheiben- oder Stabkette 
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bilden oder im üaume einen in äck geschlossenen Körpermantel begrenzen. 
Solche Stabgebilde haben fUr das Bauwesen besonders große Bedeutung, 
weshalb die ebenen Systeme dieser Ait votw^ besprochen werden sollen. 
Will man die Kette durch Einziehen von Wand&Xäkxxt. zwischen den 
Um&ngs- oder {?»r/knoten starr machen, so braucht man dazu nach 
der Gl. (7) 

v = \s- 1)3 

Stäbe. DafUr kann man aber, wenn k die Zahl der Umfangsknoten an- 
gibt, setzen: 

» = (i - >)3- 

Daraus berechnet sich die Zahl w der notwendigen Wandstäbe, 
wenn man erwägt, daß die k Knoten bereits mit tk Stäben anzu- 
rechnen sind (19a). Es ist 

w = (* — 1)3 — %k 



Die Gesamttahl n der notwendigen Stäbe des Stabwerks, also Gurt- 
stäbe und WanfkxäXye, ergibt sich danach zu 



« = 2 * — 3 . {to) 

Diese Gleichung bleibt auch noch bestehen, wenn an Stelle der ein- 
fachen Stäbe Scheiben treten oder umgekehrt 

Die Zahl n ist stets ungerade. Ein geschlossenes Stabwerk mit einer 
geraden Stabzahl hat also entweder überzählige Stäbe, dann ist es über- 
starr; oder das Stabwerk ist beweglich. 





Flg. So- 



Fig. 57. 



Wenn die Wandstäbc zwischen den Gurtknoten derart eingezogen 
werden, daß dadurch keine Stabkreutungen entstehen, so entsteht ein 
Dreieckstabwerk (Fig. 56). Ein solches ist also immer starr, wie aach 
schon (unter 23) nacl^ewiesen wiu-de. 
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Stabkrenzungen können konstruktiv derart beigestellt werden, daß 
ein eigentlicher Wandknoten (Gelenk oder EinspannimgJ nicht entsteht. 

In Fig. 57 ist ein rechteckiger Gurtumriß durch Wandstäbe stair 
gemacht, von denen immer je zwei sich (ohne j^;liche Verbindung mit- 
einand«) kreuzen. Es ergaben sich 



/V\/\/\A/\A 

Fig. sS. GeicUosienes SUbweA. 



Wandstäbe. 

Ist das Tragwerk eines ebenen Facbwerks ein starres geschlossenes 
Stabwerk, so kann dieses mit der Erdscheibe durch mindestens drei 
Stützenstäbe starr verbunden werden. Dabei ist es möglich, die Stützen 
im allgemeinen in beliebigen Knoten anzubringen. Ist aber das Trag- 
werk an sich beweglich, d. h. fehlen ihm x Stäbe an der notwendigen 
Zahl, so kann es zwar auch 
durch eine entsprechende 
Stützung in geeigneten Kno- 
ten mit der Erdscbeibc starr 
verbunden werden, die Zahl 
der notwendigen Stutzenstäbe 
muß in diesem Falle aber 
mindestens gleich j: + 3 be- 
tragen. Durch die Einfügung 
von ;c + 3 Stutzenstäben 
zwischen dem Tragwerk und 
der Erdscheibe geht das Fach- 
werk in ein geschlosse nes über , 
weil die Erdscheibe die vorher 
offene Scheiben- oder Stab- 
kette schließt. Das Fachwerk 
ist dann starr, weil die Gesamt- 
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saAl seiner Stäbe der notwendigen entspricht. Beispiel: Im Dreieckstab- 
werk der Fig. 5S sind zwei Stäbe des Obei^urts entfernt worden. Deshalb 
bedarf es 3-1-3^5 StQtzcnstäbe, mn das Tiagwerk nunmehr^mit 
der Erdscheibe noch starr verbinden und dadurch das Fachwerk zu 
einem geschlossenen machen zu können. Das kann in verschiedener 
Weise geschehen, wie in den Fig. 5g und 60 dai^estellt ist Durch die 
Beseitigung der beiden Gurtstäbe ging das Tragwerk in eine offene 
Scheibenverbindnng über, welche 

('-■)3 
oder 

(4 — ij 3 = 9 

HeliileDi, Suiik Ucr Bukoiutrukdanen. L t 
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VcrbindUDgSEtäbe gebraucht, um stair erhalten zu werden, 
zwei einfache Gelenke a und ^ = 4 
drei einfache Stützenstäbe = 3 

ein Stützengelenk 



zusammen 9 Stäbe. 
Ein anderes Beispiel: In Fig. 61 sind vier Scheiben [mit Hilfe von 
drei Stäben und drei Zwischengelenken starr verbunden. Beseitigt man 
die drei Stäbe wieder, so 
kann die dann verbleibende 
offene Scheibenverbindung 
durch (3 4- 3) = ö Stüuen- 
stäbc zu einem geschlos- 
senen Fachwerk umgewan- 
delt werden (F^. 6a). Die 
sechs Sttitzenstäbe werden von 
den drei Gelenken in den 
Knoten a, 6, c gebildet 

Die fünf Scheiben ge- 
brauchen zu ihrer starren 
Verbindung 




(5— i}3 = i» Stäbe, 



drei Zwischei^lenke zu 3 = 
drei Stützengelenke zu a ^ 



zusammen 1 2 Stäbe. 

27. Wandknoten. 

a. Einfache Knoten. Ein&che Stabkreuzungen können konstruk- 
tiv so hergestellt werden, daO ein eigentlicher Knoten nicht entsteht 
Es kann z. B. bei einer einfachen 
Kreuzung (Fig. 63} der eine Sub 
an der Kreuzungsstelle bei k eine 
Öffnung erhalten, die zum Durch- 
stecken des andern Stabes dient 
Den gleichen Zweck erreicht man, 
wenn der eine Stab an der Kreu- 
zungsstelle in zwei Teile zerlegt 
wird, zwischen denen der andere 
Stab hindurchgeht (Fig. 64). In 
solcheo Fällen sind also eigentliche 
Fig. 63. Fig. 64. Wandknoten nicht vorhanden. 
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Wandknoten entstehen, wenn zwei Stäbe an ihrer Kreuzungsstelle 
duicb Einspannmig oder Gelenk miteinander verbunden werden. Es 
fragt äch dann zuerst, in welcher Weise einfache Wandknotcn, deren 
Stäbe durch ein Gelenk verbanden sind, bei der Berechnung der Zahl 
n der notwendigen Stäbe berücksichtigt werden müssen. Darauf ist 
zu antworten, daO diu Vorhandensein von einfachen Wandknoten bei 
der Berechnung vernachlässigt oder, was dasselbe sagt, daß jeder 
einfache Wandknoten, der nicht unmittelbar durch eine äußere Kraft 
belastet wird, gleichbedeutend mit einer Stabkteuzung angesehen werden 
kann. 

Zum Beweise denke man ach zuerst die einfachen Wandknoten, wie 
es in der F^. 65 angedentet ist, ans dem Verbände des Stabwerks durch 

entsprechende Schnitte 
losgelöst und das da- 
durch gestörte Gleich- 
gewicht des durch äußere 
Kräfte beliebig belastet 
gedachten Stabwei^s in 

bekannter Weise (13) 
wiederhergestellt, indem 
man in allen Schnitt- 
steUen die Stabkräfte als 
äußere Kräfte anbringt. 
An jedem Wandknoten 
greifen dann vier Kräfte 
an, die miteinander im 
Gleichgewicht sein müs- 
sen. Das kann aber nur geschehen, wenn je zwei in ein und die- 
selbe Stabrichtung fallende Stabkräfte eines Wandknotens gleich groß 
und entgegengesetzt gerichtet sind. Außerdem aber muß in jedem an 
die Wandknoten stoßenden Stabe (z. B. im Knoten 8 in den Stäben 
1—8, 8—10, 7—3 und 8-— 9) die betreffende Stabkraft gleich und 
entgegengesetzt gerichtet derjenigen sein, die vom Wandknotenstabe 
ausgeht. Daraus folgt, daß in allen Schnittstellen jedes von einem 
Gurtknoten bis zum g^enUberliegenden Gurtknoten durchgehenden 
Stabes (i~4, a — S, 3 — 7 und 4—6) Stabkräftc von gleicher Größe 
wirken, von denen je zwei einander entgegengesetzt gerichtete sich zu 
Null aufheben. Genau die gleiche Wirkung erhält man, wenn man alle 
Wandknoten beseitigt denkt und an deren Stelle Stab^treuztmgen (ohne 
Knoten'verbindong) votaussetzt 




Fig, 65. 



52 



Ertter Abschnitt. Dis Wesen der Konstniktioii. 



Danach darf man vorkommende einfache Wandknoten bei der Be- 
rechnong der Zahl n der notwendigen Stäbe als nicht vorhanden an- 
sehen. Will man die Wandknoten aber mit- 
rechnen, so kann sich deshalb selbstverständlich 
die Bedingung der Gleichung (lo) 
B = ai — 3 




nicht ändern. In Fig. 66 erhält man z, B. 
oAne Berücksichtigung der Wandknoten 
rl!-«- , = (, .,)_3 = „ 

Stäbe. Voilianden sind sieben Gurtstäbe und vier Wandstäbe (mit 
Kreuzung). Jtfii EinschluD der Wandknoten erhält man: 

« = (2 . 8) - 3 = .3 
Stäbe, das sind zusammen sieben Gurtstäbe und sechs Wandstäbe (ohne 
Kreuzung). 

b. Mehrfache Knoten. Sobald mehr als zwei Wandstäbe sich 

in einem Punkte kreuzen, und dort, wie z. B. im Punkte 7 der F^. 67, 

konstruktiv durch ein Gelenk verbunden werden, darf der betreffende 

Wandknoten bei der Berechnung der notwendigen Zahl n der Stäbe 

nicht vernachlässigt werden, weil von den in dem Knoten anstoßenden 

Paaren von Spannkräften (wie z. B. r — 7 und 4 — 7, ebenso wie 2 — 7 

und 5 — 7, sowie auch 3 — 7 und 6 — 7} ein jedes zwar zwei Kräfte 

enthält, die entgegengesetzt gerichtet sind, die aber für den Fall des 

Gleichgewichts im Knoten 7 

nicht, wie im Falle einer einfachen 

Kreuzung, notwendig einander 

f gleich sein mUssen. 

Das in Fig. 67 gezeichnete 

Stabwerk ist bei bloßer Kreuzung 

der Wandstäbe starr, denn deren 

Zahl ist gleich i — 3 = 6 — 3 

= 3. Durch Schafiung des Ge- 

lenkknotens 7 wird das Stabwerk 

Flg. 67, Uberstarr, denn 7 ist ein sog. 

fünffacher Gelenkknoten, durch 

den bewirkt wird, daß die sechs Wandstäbe (nach Gleichung (S), S. 47) 

nur 6 — I ^ s Gurtstäbe zu ihrer starren Verbindung brauchen. Ein 

Gurtstab ist also zuviel. Zu gleichem Ergebnis gelangt man, wenn 

man das Stabwerk als aus drei Dreieckscheiben bestehend ansieht, die 
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im zweifachen Gelenkknoten 7 und außerdem noch durch drei cin&che 
Stäbe verbanden sind. Das gibt (3 — i) 3 := 6 Verbindungsatäbe. Vor- 
banden sind: 

ein zweifacher Gelenkknoten mit 4 
drei einfache Stäbe 3 

zusammen 7 Stäbe, 
also einer zuviel 

a8. Einfache statisch bestimmte ebene Stabwerke. Unter 26 
wurde ausgeführt, wie es zwei verschiedene Arten ebener Fachweike gibL 
Bei der einen Art ist als Tragwerk ein geschlossenes Stabwerk vor- 
handen, das durch mindestens drei Stützenstäbe stair mit der Erdscheibe 
verbmiden werden kann. Bei der andern Art ist das Tragweik, an und 
für sich betrachtet, beweglich, kann also nur durch mehr als drei 
Stützenstäbe starr an die Erdscheibe geschlossen werden. 

Man denke sich das auf die eine oder andere Art gestützte Fach- 
werk unter einer beliebigen Belastut^ im Gleichgewicht. Dann werden, 
nach erfolgter Formänderung und unter den bekannten Voraussetzungen 
(15), alle Stäbe des Fachwerks von Spannkräften ergriffen, die als 
Achsen- oder Stabkräfte bezeichnet werden. Löst man jetzt die Stützen- 
stäbe von der Erdscheibe und bringt in jedem dieser Stäbe seine 
Spannkraft als Stützenwiderstand oder äußere Kraft an, so werden 
die gesamten äußern Kräfte (Belasttmgen und StUtzenkräfte) mit den 
verbleibenden innern Kräften (Stabkräften) eine Gleichgewjchtsgruppe 
bilden mUssen. Damit dies der Fall sein kann, muD auch in jedem 
Knoten zwischen den dort angreifenden Lasten oder Stützeokräften und 
den im Knoten anstoßenden Stabkräften Gleich- 
gewicht eintreten. | 

Es können ferner alle äußern Kräfte, die 
nicht bereits in einem Knoten angreifen, so 
zerlegt werden, daß ihre Angriffspunkte (wie unter 
1Gb schon gesagt wurde) mit einem der Knoten 
zusammenfallen. In jedem Knoten des Fach- 
wei^s wirkt somit eine Mittelkraft R der äußern 
Kräfte [oder eine Stutzenkraft), und diese Mittel- 
kraft muß mit den im Knoten anstoßenden Y\e. 6S. 
Stabkräften .S im Gleichgewicht sein (Fig. 68). 

Deshalb lassen sich für jeden Knoten zwei Gleichgewichts-Bedingungen 
aufstellen, die zum Ausdruck bringen, daß (anf ein Achsensystem be- 
zogen] die algebraische Summe der betreffenden Seitenkräfte gleich 
Nun sein muß. In den beiden Gleichungen erscheinen als Unbekannte 
nur die Stabkräfte S. 
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Ist k die Zahl der vorhandenen Fachwerkknoten, so gibt das 2k 
Gleichungen. Sollen daraus die Spannkräfte der x Stäbe des Fachwerks 
ermittelt werden, so darf x nicht größer als 2^ sein. 

Besitzt das Fachwerk einschließlich seiner Stützenstäbe im ganzen 
die Zahl von x s= 2 k Stäben und können deren Spannkräfte aus den 
g^ebenen x Gleichungen eindeutig und als endliche Größen bestimmt 
werden, so ist das Fachwerk statisch bestimmt. In diesem Falte war in 
jeden seiner Knoten tatsächlich Gleichgewicht vorhanden. AUe Knoten 
waren deshalb unbeweglich: das Fachwerk war starr. Statisch bestimmt 
oder starr sind somit gleichbedeutende Bezeicknungen. 

In AusnahmefäUen, die tmter 34 besprochen werden, kann ein Fach- 
werk vorliegen, ftlr welches obige Bedingung 

x^.k , („) 

erfüllt ist, obwohl bei der Auflösung der 2k Gleichungen die elimi- 
nierten Stabkräfte alle einen unendlich großen Wert erhalten , weil ihre 
EÜminations-Determinante gleich Null wird. In solchen Fällen ist das 
Packwerk von unendlich kleiner Beweglichkeit (34). 

Besitzt das Fachwerk als IVagwerk ein geschlossenes Stabwerk, so 
muß dieses ) wenn es mit drei Stütsenstaben an die Erdscheibe ge- 
schlossen ist and n Stäbe enthält, notwendig 

« = a: — 3=^ai — 3 
Stäbe enthalten. 

Die auf solchem allgemeinen Wege erhaltene Bedingung für die not- 
wendige Zahl der Stäbe eines geschlossenen Stabwerks 

>.= «i-3 (") 

Stimmt mit der früher ermittelten Gleichung (10} flberein. Wie ein be- 
wegliches Stabwerk, das weniger als n Stäbe enthält, durch Hinzufügen 
von Stützenstäben in ein geschlossenes starres Fachwerk mit x = 2k Stäben 
Übergeführt werden kann, wurde beispielsweise miter 26 erläutert. 



§ 6. Bildungsweise starrer Stabwerke. 

3g, Entwicklung ebener Systeme aus eineni Grunddreiecke. 

Um aus k Knoten in beliebiger Lage ein einfaches Stabwerk zu ent- 
wickeln, bilde man zueist ein Stabdreieck — das Grunddreieck — und 
verbinde darauf die verbleibenden k — 3 Knoten, einen nach dem 
andern, durch je 2 Stäbe mit dem so entstehenden Stabgebilde 
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[Fig. 69 n. 70}. Dabei dUifen (nach IS) in einem Knoten, von welchem 
schlieülich nur zwei Stäbe ausgehen, diese nicht in eine, und dieselbe 
Gerade fallen. Die k — 3 Knoten weisen dann ak — 6 St&be auf. 
Dazu kommen die drei Stäbe des Gninddreiecks, sodaß die Gesamtzahl 
der Stabe der notwendigen Zahl 2 k — 3 entspricht. 

t 3 





Fig. 69- 

Ein derart gebildetes stanes Stabwerk kann dnrcb fortgesetzte Beseitigung 
von je zwei Stäben mit ihrem Knoten schlieülich auf sein Grunddreieck 
zurückgeführt werden. Man wird dabei, wie es in den Fig. 69 und 70 
durch die Knotenzifiem an- 
gedeutet ist, in einem solchen 
Knoten abzubrechen anfan- 
gen, in welchem nur swn 
Stäbe anstoßen (also im Kno- 
ten 1). Dann sucht man 
nach einem neuen Knoten, 
der eben&lls nur zwei Stäbe 
aufnimmt (Knoten 3). So 
fahrt man fort, alle Knoten mit je zwei Stäben zu beseitigen, bis man 
endlich nur das Grunddreieck [abc] übrig behält. 

Aus obigem ergibt sich ein einfaches Kenmeichert zur Beurteilung der 
Starrheit oder statischen Bestimmtheit von Stabwerken oder Fachwerken. 
Man braucht nur zu untersuchen, ob sich in der angegebenen Weise 
ein Stabweik durch Beseit^nng von Knoten mit je 3 Stäben auf ein 
Grunddreieck zurUckflihren läDt. Ist dies möglich, so war das unter- 
suchte Stabwerk statisch bestimmt (28). Untersucht man in gleicher 
Weise ein beuiegiiches Stabgebilde, das nicht die notwendige Zahl der 
Stäbe besitzt, so bleibt niemak ein Gnmddzeieck übrig, denn entweder 
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— bd gerader Stabsahl — lassen sich alle Stäbe beseit^en oder es 
bleibt — hä- ungerader Stabzahl — ein Stab übrig. 

In derartig statisch bestimmten Stsbwerken, zu denen auch die Dreieck- 
stabwerke (23 und 26) gehören, lassen sich die Stabkräfte in besonders 
einfacher Weise berechnen. Indem man nämlich bei solchen Knoten, 
die nur zwei Stäbe aufnehmen, anfangt, kann man alle Stabkräfte nach 
einer gegebenen Reihenfolge bestimmen. Denn weil man dabei in jedem 
Knoten nicht mehr als zwei unbekannte Stabkräfte vorfindet, so geniigen 
zu deren BcTechnung allein die im Knoten gegebenen beiden Gleich- 
gewichtsbedingungen zwischen Stabkräften und Lasten [15 und 28). 

Es gibt aber viele Stabwerke, die sich nicht auf ein Grunddreieck 
zurückfuhren lassen. Das sind solche, bei denen nach erfolgter Be- 
seitigung derjenigen Stäbe, deren Spamikräfte, wie vorher eiläutert, der 
Reihe nach aus den gegebenen Bedingungen der Einzelknoten berechnet 
werden können, ein Stabgebilde übrig bleibt, in welchem Jeder Knoten 
mindestens drei Stabe zählt Solche Gebilde sollen Grundecke genaimt 
werden. Ist demnach ein Gnindcck statisch bestimmt, so ist es auch 
das zugehörige Stabwerk. 

30. Ebene Grundecke. Ebene Grundecke sind geschlossene Stab- 
werke, in denen jeder Gurtknoten mindestens drei Stäbe sählt. 

a. Mindestzahl der Knoten. Um besondere Eigenschaften der 
statisch bestimmten Grandecke feststellen zu können, soll zuerst allge- 
mein die Zahl der von einem Knoten eines Stabwerks ausgehenden 
Stäbe im Durchschnitt berechnet werden. Die notwendige Gesamtzahl n 
der Stäbe beträgt bei k Knoten (nach Gleichung la): 
n = zk — 3. 

Bestimmt man aber für jeden einzelnen Knoten die Zahl der von 
ihm au^;ehenden Stäbe besonders und addiert dann die Einzelzahlen, 
so erhält man, weil dabei jeder Stab zweimal (in zwei Knoten) gezählt 
wird, als Gesamtzahl in. Daher findet man als Durchschnittszahl aus 
allen Knoten 

4A — 6 6 

Daraus ergibt sich: 

für i = 6 die durchschnittliche Zahl = 3 

- A = 3 ~ - - z = 2 

- A>6 - - - s>3. 

Ein statiseh bestimmtes ebenes Grundeck kann danach vorliegen, -wenn das 
betreffende Staba/erk mindestens sechs Knoten aufweist. Soldie Grundecke 
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sind in den Fig. 71 bis 74 dargestellt, worin die nicht numenerteo 
Knoten Stabkrenzungen [27} vorstellen. Daß alle diese Grundecfce 
statisch bestimmt oder starr sind, läQt sich aus den vorstehend ange- 
gebenen Bedingungen fUr starre Scheibenverbindungen oder ftir die not- 
wendige Zahl n der Stäbe nachweisen. In Fig. 7 1 sind z. B. die beiden 
Dreieckscheiben 2, 3, 6 und i, 4i 5 durch drei Stäbe, deren Richtungen 
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sich nicht in einem Pimkte schneiden (22), starr verbunden. Fig. 73 kann 
anfgeiaßt werden als Verbindung zweier Dreieckscheiben im Gelenk 7 
nüt dem Stabe (oder der Scheibe) 1 — 4. Desgl. Fig. 73 als Verbindung 
der mittleren Fünfeckscheibe mit den fünf Umfangsstäben (oder Schei- 
ben) ü. s. w. 

b. Rückführung auf ein Grunddreieck. Grundecke haben 
gegenüber solchen Stabwerken, die si<^ wie angegeben, auf ein Grnnd- 
dreieck zurückfuhren lassen, den Nachteil, daQ ihre Stabkräfte nicht 
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unmittelbar aus den g^ebüien Gleichgewichts-Bedingungen dei Einzel- 
knoten berechnet werden können. Nach dem allgemeinen Verfahren (28) 
können zwar die Unbekannten der Stabkräfte aus den gegebenen 
2 k Bedii^ungs-Gleichungen (von denen drei zur Bestimmung der s Stiitzen- 
krätle dienende al^hen), also aus 2k — 3 Gleichungen, eliminiert 
werden; dies Verfahren ist aber umständlich, sodaO es in praktischen 
FäUeo kaum benutzt wird. Die einfachste Art der Bestimmung von 
Stabkräften in Gnmdecken erfolgt mit Hilfe von Stabvertavschungen, 
von denen bereits (unter 26) beispielsweise die Rede war. Es wurden 
dabei gewisse Stäbe eines Stabwerkes beseitigt und, um ein statisch be- 
stimmtes Fachwerk zu erhalten, an anderer geeigneter Stelle wieder 
eingefügt. 

Mit Hilfe geeigneter Stabvertauschungen kann man Stabwerke in 
beliebiger Weise umgestalten, ohne daß sie die Eigenschaft der Starr- 
heit einbüQen, denn die notwendige Zahl der Stäbe bleibt dabei unge- 
ändert. In den Grundecken der Fig. 71 bis 74 braucht man z. B. nur 
je einen Stab zu beseitigen und an passender Stelle dafür einen Ersatz- 
stab einzufügen, um alle diese Grundecke in Stabwerke umzuwandeln, 
die auf ein Giunddreieck zurückgeflihrt werden können. 

Über das Verfahren der Stabkraftberechnung mit Hilfe der Stabver- 
tauschung vergl. § 11 im dritten Abschnitt. 

c. Verfahren von Henneberg.' Ein besonderes Verfahren zur 
Rückführung eines Gmndecks auf ein Grunddreieck ist von Hekneberg 
ang^eben worden. Dabei beseitigt man zuerst einen Knoten, von 
welchem drei Stäbe ausgehen, verwandelt also das Stabwerk von 
k Knoten in ein solches von k — i Knoten. Diesem fehlt aber zur 
statischen Bestimmtheit noch ein Stab, der an geeigneter Stelle (im all- 
gemeinen behebig) eingezogen wird. Dieser Stab heißt der Ersatzslab. 
Die meisten der vorkommenden Grundecke nehmen dadurch eine solche 
Gestalt an, die eine unmittelbare Rückführung auf ein etwa vorhandenes 
Grunddreieck in bekannter Weise zuläßt. Auf solche Weise kann man 
z. B. auch alle in den Fig. 71 bis 74 dargestellten starren Grundecke 
auf ein Grunddreieck zurückführen. 

Bei verwickeltem Grundecken setzt man das erläuterte Verfahren 
von Hemneberc dadurch fort, daß man das zuerst erhaltene Stabwerk 
von i — ■ I Knoten durch Beseitigen eines Knotens, von welchem nur 
drei Stäbe ausgehen, und durch Einfügen eines Ersatzstabes auf ein 
solches von k — 2 Knoten zurückfuhrt u, s. w. Erweist sich das erhaltene 

■ Hennkbug, Suttk der starren Systeme. 1886. 
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Stabwerk von k — 2 u. s. w. Knoten als starr , so war auch das ui^ 
sprÜDgliche Gmndeck von k Knoten ein starres. 

31. Zusammengesetzte ebene Pachwerke. Ein zusammen- 
gesetztes Fachwerk erklärten wir (unter 16 a] als eine Verbindung von 
Stäben und Scheiben, wobei durchgehende Stäbe (14) als Scheiben auf- 
zufassen sind. Bei derartigen Verbindungen sollen die Kwischen den 
Scbdben bestehenden Gelenke als Seheibmgelenke bezeichnet werden, 
zur Unterscheidung von den 
Gbrigen Gelenken, die ent- 
weder in den fräen^ d. h. 
nicht in Verbindui^ mit 
einer Scheibe stehenden Stab- 
knoten vorkommen oder die 
znt Verbindung von Stäben 
mit Scheiben dienen. In der 
I^g. 75 sind die Knoten i, 2 
und 3 Scheibengelenke, die 
Knoten 5, 8, 9 und 10 sind 
freie Knoten. Außerdem 
sind noch die ScheibetfLoaVsa. 
vorbanden. Kese zählen nicht 
mit, weil sie nicht zur un- 
mittelbaren Verbindung von Stabenden oder von Scheiben untereinander 
dienen (16 b). 

Die notwendige Zahl n der Stäbe, wobei eine der Scheiben auch als 
Eräscheibe betrachtet werden kann, setzt sich allgemein zusammen aus 
\s — 1)3 für s Scheiben und a^ für die freien Knoten. Also aus 
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= 3^- 



- 3k. 



(13) 



In der Verbindung müssen aber von jeder Scheibe mindestens drei Stäbe 
ausgehen (22). Das gibt fUr das Beispiel in Fig. 75 

" = (3 - S) — 3 + {a ■ 4) = 30 . 

Vorhanden sind 3 Zwischengelenke zu je 2 Stäben = 6 
und einfache Stäbe ^14 



zusammen 30 Stäbe, 



das Fachwerk ist also starr oder statisch bestimmt, falls kein Ausnahme- 
£aU vorliegt (28). 

In einigen Fällen pSegt man den Scheibengelenken besondere Namen 
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Fig. 76. a Bnd b KXnipfergeUnke. 



beizulegen, z. B. Kämpf er%t^At^ wenn sie zur Verbindung von Bogen- 
scheiben mit dei Erdscbeibe dienen (Hg. 76]; SckHtel^e.iCs.ty wenn sie 
im Scheitel von Bogcnschci- 
ben \c in Fig. 7 7) und Mitten- 
gelenke, wenn sie inmitten 
einer Scheibenverbindung 
liegen [m in Fig. 78]. 

Die Untersuchung der in 
[, 78 — 80 dargestell- 
ten Beispiele von zusammen- 
gesetzten Fachwciken ei^bt 
das folgende. 

Das Fachwerk in Fig. 78 
besteht aus vier an die Erd- 
scheibe geschlossenen Träger- 
scheiben, von denen die 
beiden unteren I und n durch 
ein Mittei^lenk m verbunden 
sind. Dabei ist ein freier 
Knoten vorhanden. 

Das Fachwerk ist stair 
und statisch bestimmt, denn 
man berechnet: 

« = (S — 1)3 + » = M 
notwendige Stäbe. Vorhan- 
den sind: 

1 ein£Eiches Mitten- 
gelenk a Stäbe 
% zweifache Kämpfer- 
gelenke 8 
4 einfache Stäbe 4 

zusammen 14 Stäbe. 
In Fig. 79 ist ein Fach- 
werk gezeichnet, das eine 
durch vier Gelenke an die 
Erdscheibe geschlossene Ver- 
bindung einer Kette mit 
Bogcntiägem darstellt Es 
e^ben sich dafUr: 




« = (5 — i)3 4- 2 ■ 7 = 26 

notwendige Stäbe, die auch vorhaaden sind, Dämlich 5 eiofache Scheiben- 
gelenke zu je 3 Stäben uud 16 einfache Stäbe. 




Fig. 80. 

Das in Fig. 80 dargestellte Fachwerk zeigt eine allgemeine Anord- 
nung der Träger einer Kett«nbrUclie. 6 Scheiben und eine Kette sind 
untereinander und mit der Erdscheibe verbunden. Für die notwendige 
Zahl der Stäbe erhält man 



= (7- 



■)3- 



Ebensoviel sind auch vorhanden, nämlich 
4 einfache Sdieibengelenke 
r zweifaches Schcibengelenk 
2 einfache Stützenstäbe 
16 - Stäbe 



zusammen 30 Stäbe. 

32. Raumfach^erke. Ein ebenes Fachwerk wird unter Voraus- 
setzungen berechnet, ftlr deren Erfüllung durch konstruktive Mittel gesorgt 
werden muD. Es sollen nämlich einerseits alle Lasten und StUtzen- 
kräfte in der Fachwerkebene li^en und anderseits darf unter der Be- 
lastung kein Fachwerkknoten aus seiner Ebene heraustreten. Danach gibt 
es streng genommen überhaupt keine ebenen Systeme, denn jene kon- 
struktiven Mittel, die notwendig sind, um die bei der Berechnung ge- 
machten Voraussetzungen zu erfüllen, machen das System zu einem 
räumlichen. In vielen Fällen ist es aber bequem, räumliche Systeme 
unter obigen Voraussetzungen in ebene aufgelöst zu denken, um die 
Berechnungen zu vereinfachen (11). 

Als Raumfachwerke werden in der Regel nur solche Stabgebilde be- 
zeichnet, deren Berechnung als einheitliches Ganze, also ohne Zerlegung 
in Teilsysteme erfolgt. In einem solchen Fachwerke müssen, wie bereits 
(imtcr 15) b^ründet wurde, in jedem Knoten mindestens drei Stäbe 
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anstoßen, die dabei außerdem nie in einer und derselben Ebene liegen 
dürfen. Ausnahmsweise werden wohl auch in Raum&ichwerice «nzelne 
ebene Knoten eingelegt, wenn solche nur in ihrer Ebene belastet und 
gegen Querverschiebungen konstruktiv gesichert sind. 

Nachdem im vor^en die Zahl ft der notwendigen Stäbe einfacher 
und zusammengesetzter ebener Fachwerke berechnet worden ist, bedarf 
es nur eines kurzen Hinweises auf die dabei gegebenen Begründungen, 
um ein Gleiches für Raumfachwerke ausiuftihren. Nach den Darlegungen 
unter 28 ist es ohne weiteres ersicbthch, wie die Zahl n ftir Raum- 
fechwerkc aus der Gleichung 

.. - 34 (>4) 

ZU berechnen sein wird, weil in jedem Knoten die dort angreifende 
Mittelkraft aller äuOem Knotenkräfte im Gleichgewicht mit den zuge- 
höHgen Stabkräften sein muß, wonach die Aufstellung von drei Gleich- 
gewichts-Bedingungen für jeden Knoten möglich ist. Für ein nicht 
mit dem Erdkörper durch StUtzenstäbe stair verbundenes geschhisenes 
Raumstabwerk braucht man 6 Stützenstäbe weniger, daher ist fUr ein 
solches 

n=lk-6. [15) 

Sobald die n unbekannten Stabkräfte eindeutig aus den 3^ oder 
ik — 6 Bedingungs- Gleichungen berechnet werden können, ist das Stab- 
werk statisch bestimmt und auch starr. 

Ein aus Körpern (16a) und einfachen Stäben zusammengesetztes 
Raum^ichwerk bedarf einer Zahl n von notwendigen Stäben, die aus 

„ = (,_,)6+3-t (r6] 

zu berechnen ist, wenn s die Zahl der Körper (worunter auch der Erd- 
körper sein kann) und k die Zahl der freien Knoten bedeutet. Dabei 
dürfen von keinem Körper weniger als sechs und von keinem freien 
Knoten weniger als drei Stäbe ausgehen. 

Die dtirchschnittUche Zahl z der von einem Knoten eines ein&chen 
Ranmstabwerks ausgehenden Stäbe beträgt 

_ 3« __ g(3^ — 6) 
^~ k ~ k 

oder 

Daraus ergibt sich: 
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für i = 

- k= 6 - - - s= 4 

- ^ = 4 - - - s= 3- 

£■/« Grundeck kann demnach vorliegen, wenn das betreffende Stabwerk 
mindestem 6 Knoten aufweist. Denn in diesem Falle können in jedem 
Knoten 4 Stäbe anstoOen, sodaO die zugehörigen 4 Stabkräfte aus dem 
Glächgewichte des Knotens unmittelbar nicht berechnet werden können 
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Flg. 8j. 



Solche Grundecke dnd in den Fig. 81 und 8: dargestellt Jedes weist 
II Stäbe auf. Wie man deren Stabkräfte mit Hilfe des VerCahrens der 
Stabvertaiiiekung (30) oder auf andere Weise bestimmt, wird weiterhin 
im § 1 1 ausflihrlicli dargdegt. 

33. Entwicklung von Raumfachwerken aus ebenen Stab- 
gebilden. Ans dem (unter 32) Gesagten geht hervor, wie man aus 
ebenen starren Stabwerken räumliche dadurch schaffen kann, daß man 
jeden ebenen Knoten durch Hinzufügen eines Stabes auch für den 
Saum unbeweglich macht Wie dies geschehen kann, zeigt am ein- 
fachsten die Bildung eines Tetraeders aus einem Stabdreieck (Fig. 83J. 




Jeder der drei Knoten i, i und 3 wird durch Einfügen eines Stabes 
räumlich starr gemacht, sobald die drei hinzugefügten Stäbe sich im 
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1 4 vereinigen. In Reicher Weise ist das in Fig. 8i dai^ 
gestellte Grundeck gebildet Zwei ebene Stabdreiecke wurden darin 
dnrcb 3X3 hinzugefügte Stäbe zu dnem Ratunstabwerk verbunden. 
Desgleichen ist in Fig. S4 das starre ebene Stabwerk mit den Knoten 
j — 4 und dem Wandstab a — 4 durch Hinzufügen von vier Stäben, 
die sich im Knoten 5 vereinigen, in ein Raumstabwerk übergeführt. 
Allgemein läßt sich ein ebenes starres Stabwerk mit r Gurtknoten 
zu einem Raumstabwerk erweitern, wenn man die fehlenden r Stäbe 
außerhalb der Ebene in einem neuen Knoten — dem Ftrstknettn — 
vereinigt (Fig. 85), Will man einen ein&chen Stab — einen Grat — ■ 





Fig. 85. 



Fig. E6. 



mit einer Stabwerksebene räumlich vereinigen, wie dies z. B. in dem 
Gmndeck der Fig. Sa geschehen ist, so braucht der GraUtab (5 — 6) 
zwei Stäbe für seinen starren Anschluß. Dazu kommen noch vier Stäbe 
für den AnschluQ der Knoten i bis 4. 

Bei der räumlichen Vereinigung von zwei Stabwerksebenen bedarf es so 
vieler Stäbe ab Gurtknoten in beiden Ebenen vorhanden sind (Fig. 86). 
Beträgt die Zahl der Knoten in der untern Ebene u,i in der obem o, 
so braucht man fUr die Stairmachung der beiden Ebenen an sich 

(''-3) + («-3) = ^ — öStäbe, 

weil 4- c die Gesamtzahl k der Knoten angibt. Daraus folgt die Zahl 
der notwendigen Stäbe des Raumstabwerbs : Denn (e + ») Gurtstäbe 
sind bereits vorhanden ond dazu kommen noch (k — 6) Stäbe zur Stair- 
machung der beiden Ebenen, sowie k Stäbe zur räumlichen Vereinigung 
beider. Also: 

« = (p + «) + (i ~ 6) + (ö + «) = 3* - 6. 
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Die dnfoihiU Art der Entwicklung eines Raumstabwerks bestdit 
darin, daß man, wie in der Ebene, von einem Grvnddreiuk au^;efat 
und darüber zuerst, wie in Fig. 83, drä SUbe in einem vierten Knoten 
verein^ Weiter kann man dann in gleicher Weise Über einem der 
vier Dreiecke des erhaltenen Tetraders einen neuen Knoten, den fünften, 
anlegen und glächmäOig so fort bis zum <i'™ Knoten. Dann erhält man 
als Gesamtzahl der Stäbe (wie in Gleichung 15): 
« = 3-f {A — 3)3 = 3A— 6. 

Durch Auswecbsehi einzelner Wandstäbe und deren Ersatz an ge- 
eigneter Stelle lassen sich mannigbche Gestalten von Ratmifachwerken 
bilden. Sollte man z. B. das in Fig. 87 dai^;estellte Stabwett mit untern 
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achteckigem und obem viereckigem Gurtringe als Raumfachwerk sttur 
mit der Erde verbinden, so müßte man mindestens sechs Stutzenstäbe 
binzufligen. Man möchte aber jeden der untern GurOnoten i bis 8 
dtirch dnen senkrechten (oder auch schräg gestellten) Stab stutzen und 

MibitcD«, Stadk dtr BauliDiiitrukliDiicii. I. t 
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auOerdem alle Wandstäbe der imtem and obem Ebene [zusammeD 
5 + 1=6) beseidgen. Danach wären, wie Fig. 88 darstellt, zwöH 
neue Stäbe einzuziehen, etwa wie folgt: 

8 senkrecht (oderschräg) gestellte Statzenstäbe in den Knoten i bis 8 = 8 Stäbe 
4 wagerecht (od. schräg) gestellte Stützenstäbe in d. Kno teni, 2,5,6=4 - 

zusammen 12 Stäbe. 

Dazu kommen 

zwölf Gortstäbe der obern und untern Ebene =13 Stäbe 

zwölf Verbindui^BStäbe dazu =13 

zusammen 36 Stäbe, 
was der Gleichnis n^;= ik entspricht. 

Die Rtickflihmng eines Raumstabwerks auf ein Grunddreieck oder 
Grundeck kann in gleicher Weise erfolgen, wie es (unter 29) ftir die 
Ebene erläutert wurde. An Stelle von zwei Stäben in der Ebene sind 
natürlich im Räume immer Je 3 Stäbe eines Knotens in gewisser Reihen- 
folge abzubauen. 

34. Die tmendlicb kleine Bew^lichkeit Ein belieb^ gestaltetes 
Fachwerk der Ebene [oder des Raumes), dessen Stabzahl n der not- 
wendigen Zahl entspricht und dessen Stabg^ederung auch sonst alle 
nach vorigem zu stellende Anfordenmgen erflUlt, wird unter jeder be- 
liebigen Belastung starr sein, wenn sich aus den gegebenen a k (oder ik) 
Be(UngungEgleichnngen alle seine Stabkiäfte eindeutig (als endliche 
GröDen) berechnen lassen. In Ausnahmefällen kann es vorkommen, 
daß bei ihrer E^iminierung die unbekannten Stabkräfte alle unendlich 
groß aus&llen, weil ihre Eliminationsdeterminate zu Null wird. Welche 
Umstände die eigentliche Ursache dieser Ausnahmeerscheinung bilden, 
soll nachfolgend näher ausgeführt werden. 

Zunächst ist (nach 29 und 30) ersichtlich, daQ unendUch große 
Spannkräfte nur in einem Grundtck des betrachteten Fachwerks vor- 
kommen können, weil ja in allen übrigen Knoten die Spannkräfte der 
anstoßenden Stäbe eindeutig zu berechnen sind. Danach erscheinen 
Fachwerke, die sich auf ein Grunddreieck zurtickflihren lassen (29j, 
unter allen Umständen als starr und statisch bestimmt Es genügt 
demnach, wenn wir unsere Betrachtungen auf Gnmdecke beschränken. 
Auch soll dabei der Fall einer etwaigen endlichen Beweglichkeit — der 
unter 22 bereits besprochen wurde — außer acht gelassen werden. 

Sobald man in einem Orundeck irgend einen Stab besdtigt, eriiält 
man eine %wangläujige Kette, deren Eigenart (unter 24} bereits be- 
sprochen worden ist. 

Die von den Knoten einer zwangläu%en Stabkette zurückgelegten 
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Verschiebungen lassen sich nach ihrer Richtung und Größe in eiu&cher 
Weise aufzeichnen, wie dies weiterhin (unter 78) gezeigt wird. Für uns 
ist diqenige augenUicklkhe Lage der in Bewegung begriffenen Stabkette 
von Bedeutung, bei welcher die beiden Knoten m und n, zwischen denen 
ein Stab mn beseitigt wurde, augenblicklich zur Ruhe kommen, derart, 
daQ für einen unendlich kleinen Zeitabschnitt ihre g^enseitige Entfernung 
unverändert bleibt Würde man in diesem Augenblicke der Bewegung 
den Stab zwischen den betreffenden beiden Knoten wieder einziehen, 
so würde der Stab sich im Afaximwn oder Minimum seiner Länge be- 
finden, denn im nächsten Augenblicke würden die beiden Stabknoten, 
falls der Stab wieder beseitigt wäre, entweder ihre Entfemui^ ver- 
gröDem oder verkleinern. Während des geschilderten unendlich klnnen 
Zeitabschnittes befindet sich das Fachwerk, in welchem der früher be- 
seitigte Stab nun wieder eingezogen worden ist, im Zustande der 
unendlich kleinen Beweglichkeit. Inwiefern dies der Fall ist, wird näher 
darzulegen sein. 

Wenn an Stelle des beseitigten Stabes mn irgend eines beliebig 
belasteten Grundecks (z. B. des ebenen Fachwerks der Fig. 89} die Tor~ 
läufig noch unbekannte Stabkraft S 
des Stabes als äußere Kraft in den 
Knoten m und n angebracht wird, 
so steht die bewe^che Stabkette 
flir einen tmendlich kleinen 2^it- 
abschnitt dt im Gleichgewicht, 
wenn nach dem Satze der virtuellen 
Geschwindigkeiten (40) in diesem 
Augenblicke die algebraische Summe 
der virtuellen Arbeiten aller äußeren 
Kräfte gleich Null ist. Setzt man 
an Stelle der Geschwindigkeit 
eines Stabknotens seine Verschie- 

iung, dividiert durch das Zeitmaß dt, so kann die Arbeitsgleichung 
für den Fall des Gleichgewichts mit 

angeschrieben werden, worin s die Summe der Verschiebungen der 
Knoten m und n und S die Verschiebung eines der LastJcnoten bedeutet, 
die Verschiebungen selbstverständlich immer in der Richtung der be- 
treffenden Kraft genommen, oder als Projektion der wirklichen Knoten- 
verschiebung auf die Richtung der zugehörigen Kraft. Der Ausnahmefall 
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in imeadlich kkinen Beweglicbkeit tritt also ein, sobald s ^ o wird, 
weil dum S einen nnendlich großen Weit erfaMlt Im betnu^hteten nn- 
endlich kleinen Zeitabschnitt der Bewegung kann nun die Veischie- 
bnngen der Knoten m tud n als angenblickliche Drehungen tun einai 
beliebigen Fol anfiassen. Wenn man dies tat, so eAennt man, daß die 
Sonune s der Projektionen dieser KjiotenTeischiebnngen auf die Richtiuig 
von S nur in dnem einsigen Falle Nnll werden kann, nämlich dann, 
wenn der F<d der angenblidüicben Vejschiebongen in die Richtnngslinie 
des Stabes mit &Ut 

Jn diesem Ausnahmefalle bew^en sich entweder beide Knoten m 
und ff senkrecht zur Stabiichtong mn oder der eine von beiden li^ 
tmbeweg^ch (wom er z. B. ein festliegender StUtsenknoten wjire). Danach 
befindet sich der Stab «t « im Maximum oder Minimum seiner Länge und 
»eine Stabkraft müßte unendlich groß werden, wenn er dadurch eine 
mendlich kleine, senkrecht zur Stabachse gerichtete Voschiebung seiner 
Knoten verhindern wollte. Weim aber,, wie nachgewiesen, in diesem 
FsUe eine der Spannkräfte unendlich groß werden müßte, so mtiBten 
nach den Gesetzen des Gleichgewichts such alle andern Stabkräfte 
unendlich groß werden. 

Fachwerke von unendlich kleiner Beweglichkeit sind praktisch un- 
brauchbar. Selbst w«m die Spannkraft S, um eine Beweglichkeit zu 
verfaindem, lechnungsmilßig nicht unendlich groß, sondern nur außer- 
ordentlich und Übermäßig groß ausfiele, wäre das zugehörige Fachwerk 
konstruktiv zu verwerfen. Glücklicherweise kommt der Ausnahmefall 
einer unendlich kleinen Beweglichkeit bei den gebräuchlichen Anord- 
nungen der Fachwerke sehr selten vor. Immeilmi werden aber allge- 
meine Kennzeichen der unendlich kleinen Bew^^chkeit gegeben werden 
werden müssen. Das geschieht weiterhin unter 80. 

35. Statisch unbestimmte Fachwerke. Wenn man in ein statisch 
besdmmtes, also starres Fachwerk zwischen beliebigen Knoten noch 
einen Stab oder mehrere Stäbe einzieht, so wird das Fachweik dadurch 
üierstarr, geometrisch uberbestimmt und statisch unbestimmt. Da das 
Fachwerk die Zahl k seiner Knoten dabei nicht ändert, so stehen nur 
ak Gleichgewiditsbedingungen zur Verfligung, um daraus die unbe- 
kannten Stabkräfte zu berechnen. Würden also m überzählige Stäbe ein- 
gezogen, so könnten deren Spannkräfte ganz beliebig groß angenommen 
werden und es bliebe dann immer noch die Möglichkeit, die übrigen 
3 k Stabkiäfte aus den 3 k Gleichungen eindeutig zu berechnen. Man 
nennt daher die obigen Fachwerke statisch unbestimmte, weil sich auf 
rein slatischent Wege, unter Zugrundelegung des starren Gleichgewichts 
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[16bj, fBr aue 3>i + M Stabkräfte, wie angedeutet, uu&hliKe Warte er- 
geben. Bei m Überzähligen Stäben spricht man also von einem m-^ch 
ststisch unbeslimHLten Fachweike. 

Kn statisch unbestimmtes Fachvertc, das m übenählige Stäbe auf- 
wast, kann man dnrch Beseiten von im aUgemrinen beliebig auun- 
wäMenden m Stäben wieder auf ein statisch besthnmtes Fachweifc 
znriic&fUhren. Bei der Auswahl ist nur eine Bedingung zu beachteo : es 
darf das verbleibende Stabgebilde durch die Beseit^nng der w Stäbe 
weder in ein bewegliches Fachwerk, noch in ein boIc^ks von unendlich 
kleiner Beweglichkeit übergehen. £itt m-fach staHich unbestimmtes Fach- 
K/erk, das auf keine Weise durch Beseitigen von m Stäben in ein statisch 
bestimmtes tu verwandeln ist, ist selbst rächt starr, was leicht einzusehen 
ist, wenn man sich an Stelle der beseitigten m Stäbe deren Spannkräfte 
als g^ebene äußere Kräfte in den betreffenden Stablmoten angebracht 
denkt and erwägt, wie unter solchen Umständen für beliebige Be- 
lastungbn ein Gleichgewicht zwischen den äuDem und innon Kräften 
nicht bestehen kann. 

Das durch die Beseitigung von m Stäben erhaltene statisdi bestimmte 
Fachwerk wird das Hauptnets genannt und die zugehörigen m Stabkräfte 
bezeichnet man allgemein als die statisch nicht bestimmbaren Größen. 
Die Bestimmung <Ueser Größen — wir nennen sie A' — kann nur da- 
durch bewirkt werden, daß man aus den Bedingungen, unter wichen 
die elastischen Verschiebungen jener Knoten sich vollziehen, in denen die 
Größen X als Stabkräfte angreifen, m sog. Biastixitätsgkichtmgen ge- 
winnt, die zusammen mit den sk Gleichgewicbt3-Bedingttnge& fUr das 
elastische Gleichgewicht die notwendigen Uoteiiagen zur Berechnung 
der (2A + ffi) unbekannten Stabkräfle liefern. Solche Berechntmgeo 
werden im II. Bande vorgeführt werden. 

An dieser Stelle bliebe nur noch m bemerken, daß es drcieriei 
Arten von statischer Unbestimmtheit gibt: i. eine bloße innere, 2. eine 
bloße äußere, und 3. eine solche, die sowohl eine innere, als auch eine 
äußere ist 

I. Als Bospiel innerer Unbestimmtheit möge ein gesdilossenes Stab- 
weric (26) dienen, das also in der Ebene durch diei oder im Räume 
durch sechs Sttitzenstäbe mit der Erde verbunden ist. 

Seine Stutzenkräfte sind aus den zwischen Lasten und Stützenkräften 
bestehenden Gleichgewichts-Bedingungen zu berechnen. Die Ubr^;en 
[3k — 3} oder [ik — 6] Gleichungen dienen zur Berechnni^ der unbe- 
kannten Stabkräfte. Dabei werdm die außtrhalh des statiteh unbestimmten 
Grvndecks li^^enden 9tabkrflfte statisch bestimmt ans den Gleicl^ewichti- 
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Bedingm^en der bctrefienden Knoten unnüadbor za beredmoi sein. 
In Fig. 90 sind dies z. B. aDc StaUzäfte, mit Ansoabme der snJis 
Stäbe des Vierecks abdc in der Mitte, worin an übazähUgcr Stab tot- 
handen isL Wddm von den 6 Stäben man als fibozäUig beaeidmoi 
will, ist nach T<nigem im allgemeinen gta'fi yi ltig. Das Haiq>tDetz 
des Gnmdecks würde z. B., wie in ¥i^. 90 ang^cben, in zweieriei Art 
gelnldet werden können, worin X die statisch nicht bestimmbare Grolle 
und Sm Ins S4 die statisch vorfae sti mmten, aoOeriialb des Giimdeda 
übenden Spannkräfte vorstellen. 




Flg. 90. 



z. Ist das als Bd^id gewählte geschlossene Stabweik ein inneiüch 
statisch bestimmtes, aber mit mehr als drei [oder sechs] Stäben an die 
E>de gesdilossen, so liegt dne äußere Unbestimmthdt vor. In Flg. 91 
sind z. B. die bdden inneriidi statisch bestimmten Scheiben / und // 
dnrch 5 Stützenstäbe an die Eidscbdbe geschlossen. Das bedeutet eine 
einfache äußere statische Unbestinunthdt, weil die beiden Schdben mit 
der Erdschdbe durch (3 ■ 3 + t) = 7 Stäbe verbunden sind, während 
für die staire Verbindung nur {3 — 1)3 ^ 6 Stäbe notwendig gewesen 
wären. Sobald dncr der Sttttzenstäbe der Kämpfergeleoke bd a oder 6 
besdtigt und dafür die Größe X als äußere KraA im Gelen^unkte an- 
gebracht wird, ist das Hauptnetz für die Berechnung vorberdteL 

3. Das Wesen einer äußern und intum statischen Unbestimmthdt 
ist nach obigem ohne wnteres verständlich. Fig. 93 zeigt das Beispid 
dnes außen drdfacb und innen einfach, im ganzen also vier&ch statisch 
unbestimmten BogcDfachwerks. Die Bogcnschdbe könnte durch 3 Stäbe 
an die Erdscheibe geschlossen werden, vorhanden sind 3.3 + 2^ 6 Stäbe. 
Inneriialb der Bogenschdbe befindet sich ein überzähliger Stab im 
Gnindeck 10, 11, la, 13. 

36. Einflüsse der Luftwärme auf die Stabkräfte. Wie unter 8 
näher ausgeführt worden ist, mfissen wir dnen Stab bei einer gewissen 
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mittlereii Tenqteratur, die flir Mitteleuropa etva auf -f~ io° C. ange- 
Dommen werden darf, als spaimungsio! ansehen tind zwar solange als er 
der unmittelbaren Einwirkung von äoßem Kjräften nicht unterworfen 
wird. Es fragt, sich nun, inwieweit der Einfluß der Luftwänne auf die 
Stabkräfte bei der Berechntmg von Stabwerken und Fachwerken beiück- 
sicl^igt werden muß, warn ihr Temperatuigrad von + lo" C. abweicht 
Daä diese Abweichung für mitteleuropüsche Verhältnisse 35° über und 
unter das normale Maß betragen kann, wurde (unter 8) bereits gesagt. 
Betrachten wir zuerst das Verhalten der statisch besUmmten Systeme. 
Bei ihnen sind alle Stabkräfte allein von der Lage und Größe der Lasten 
und Stützenkräfte ab- 
hängig. Bei eintreten- 
den Schwanktmgen in 
der Wtlime der die Kon- 
struktion umgebenden 
Luft werden also die 
Stabkräfte sich nur in- 
soweit verändern, als 
ans der (pichen Ursache 
auch Lage und Größe 
der genannten äußern 
Kräfte beeinflußt wer- 
den können. Das kann 
aber nur geschehen, 
wenn sich infolge der 
Temperatureinflüsse die Grundmaße des (unter den bekannten Voraus- 
setzungen) Eur Berechnung voiliegenden Stabwerks erheblich vergrößern, 
verkleinern oder verschieben, namentlich die Stützweiten, sowie bei 
Bogenträgem [Fig. 77) besonders auch die Bogenhöhe, zwischen der 
Kämpferlinie ab und einem Scheit^elenk c gemessen. Im allge- 
meinen werden die beregten Veränderungen in den Berechnnngs- 
grundmaßen bei sachgemäß ausgebildeten Konstruktionen nicht so 
erhd>lich ausfallen, daß es notwendig erschiene, die dadurch im Stab- 
werke verursachten Tempeiaturspannkräfte der Sicherheit w^fen (12) 
in die Berechnung mit aufzunehmen. Ebenso vernachlässigt Tngn im 
altgemeinen diejenigen Nebenspaimungen , welche von den Reibungs- 
widerständen verursacht werden, die entstehen, w^m das von der 
Temperatur beeinflußte Stabwerk vermöge seiner beweglichen Stützen 
oder Zwischengelenke seine Lage zu verändern sucht (15 und 16]. 
Wesentlich anders und erheblich ungünstiger liegt die Sache bei 
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den staHsik unbestimmten Systemen. I>eim bei dieseo bteaen die statiich 
nidit beadmmbaren GiöOen X nur mit HiUe von EfatstizitiUsg^eichangen 
(8B) berechnet werden, wobei die Bedingungen enticheidend siad, unter 
welchen sich die elutiscbcn Venchicbonge» jener Knoten vollziehen, 
in denen die X angreifen. Jede Änderung der GrundmaOe des Stat^ 
Werkes beeinfloOt daher im allgemeinen die GrÖÜen Jif. Ist das Stabweit 
latßen statisch unbestimmt, so wird jede Temperatniändenmg auch eine 
Veränderung der statisch nicht beatimmbazen Stützenkrflfte herbeiführen, 
was wiedenun eine Beeinfluasnng der Spannkräfte des gesamten Stab- 
weiks zur Folge hat Dagegen wird bei einer bloßen mnem Unbestiaunt- 
b«t wesentlich nur das GrunJeck von Temperatureinflüssen getroffen, 
^eichviel, welche seiner überzähligen Stäbe (Fig. 90) im Hauptnetz beseitigt 
wmden sind Bei statisch nnbestiiamten Systemen erscheint es daher aus 
Gründen der Sicherheit notwendig, die aus den Temperatureinflüssen her- 
rührenden Nebenspannungen aller Stabkräfte gmau zu berechnen. 

Nach obigem besitzen die statisch bestimmten g^enUber den statisch 
onbestimmten Systemen den großen Vorzug, daO Änderungen in der 
Luftwärmc ihre Stabspaiuinngen im allgemeinen nur unobeblich beein- 
flossen, sodaD ans Gründen der Sicherheit bei sachgemäO ausgeführten 
Konstruktionen die Vernachlässigung der Temperatnispannnngen zulässig 
erscheint. Bei statisch unbestimmten Systemen birgt das Anwachsen der 
Temperaturspannungen unter Umständen eine Gefahr in sich. Deshalb 
darf man wohl schHeDen, daß statisch bestimmte Xonstru/ttione» , wenn 
dagegen nicht im EintelfaHe besondere mningende Gründe sprechen^ im 
allgemeinen unter sonst gleichen Umständen den staüseh imbtsiimmtem 
vorgezogen tu werden verdienen. 

AuafUhrlicheres über diesen Gegenstand folgt im IL und m. Bande. 
Ea erscheint an dieser Stelle aber notwendig, schon hervorzuheben, wie 
diqenigen Stabwerke, deren statische Bestimmtheit durch Einlcf[ang von 
Zwischengelenken (Scheitel- oder Mittengelenken) enädt worden ist (S1), 
eine verhältnismäßig große dastiscbe Bew^lichkeit in den Gelenkpunkten 
zeigen. Das ist namentlich für Konstruktionen des Brückenbaues er- 
fiütnmgimäAig ein nicht zu untetschätsender Nachteil, der in viden 
Fällen ausreichenden Grund bietet, um derartige Konstruktionen aua- 
schlieQen. 

% 6. GeschichtUche RflckbUcke. 

37. Die totesten Bntifconrtraktionen. Za allen Zeiten gab es 
geborene Erfinder, Männer mit einer Idihaften und ruhig Ubezl^eBdai 
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EinbildimgBkTaft, die ohne alle Üteoreäschen Kenntnisse, aus der 
alleinigen Beobachtung der Natorvoi^änge alleiiei Ideen schöpften und 
in Konstruktionen omscbufaiL So entstanden Jahrhunderte, bevor an 
eine Theorie im heutigen Sinne auch nur gedacht werden konnte, Bau* 
konstniktionen der veisdiiedensten Art, in denen, ihren Schöpfern 
unbewußt, bereits die Keime fUr eine höhere Entwickelung lagen. Es 
hat dann aber noch riner tausendfältigen Häufung und Ordnung von 
Er&famngen bedurft, um Praxis und Theorie der Baukonstruktionen 
im IJchte der Wissenschaft zu scheiden und zu läutern und um durch 
die Wiederverrinigung dies« beiden zu den höchsten Au^ben des 
Konstruktionswesens an&usteigen. 

Die ältesten Konstruktionen waren wohl HqU- und Stembalkm, 
roh bearbeitet und gefügt, zur Überdeckung oder Überspannung einer 
Öffbung oder eines natürlichen Hindernisses. Die Balken wurden auf 
jedem Ende, wenn nöt^ unter Herstellung eines Lagers aus Stein- 
gerölle, Querhölzern oder dergl. gestützt, sodaQ die von den Balken zu 
tragende Last sicher genug auf den Erdunteipimd übertragen werden 
koniite. Sok^he Brücken und Stege dienten an&ngs nur für den Ver- 
kehr von Mensdien und Tieren und ihre Herstellung bewerkstelligte 
sidi um so leichter, je kleiner die Entfernung zwischen den Litern oder 
Sfltzpunkten, die Spannweite, war. 

Bald lernte man die Spannweite der Öfihui^ durch Auskr^en oder 
Übe rkr age n von Balken und Steinen und auch durch Anbringen von 
stutzenden Hölzern, Jochen, Steinen und Pf»lem, vergrößmi. AuOer^ 
dem benutzte man Säibrücken und Sieingewöibe. Uralt ist auch das 
Dreiecksprengwerk aus zwei schräg gegeneinander gestellten Steinplatten 
oder Holzbalken'. Durch Schrägstellen der StQtsen unter einem Balken 
entstand das Trapezsprengwerk (Fig. 93). 
Daneben bSdeten sich auch die hölzernen 
Dachwe^e aus. Die Grundlagen dazu 
waren g^ben, nat^dem man gelernt 
hatte, den Schub des Dreieck- oder Traip^r- 
Bprengweiks durch das Einbinden eines 

nntem Streckbalkens aufzuheben. Das ist wohl zuerst beim Hausbau 
geschehen, als man versucht hatte, die Hausmauern gegen den Schub 
der Dachaparren zu schützen und auf diesem We^ zur Idee des eio- 
&tchen Dreiecksdaches geführt wurde. 

38. Die ersten Fachwerke. Als man zur &richtang größerer 

' Handbuch der Architektur, B«nd n. 
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Dachweiten ilbei^g, eatsUnden jene wichtigen Konstruktionen, deren 
Haupttragwerke, die Binder, in ihren Gnmdhnien eine Verbindung von 
Dreiecken zeigen. Solche Orcieckstabwerke (Fig. 94) zeigten schon die 
Binder altrömischer Holzdächer. Auch bei altägyptischen Bauten kamen 
nach DuRM Dachbinder in reiner Dreiecks- 
gUederung vor'. 

Für die Träger hölzerner Brücken sind 
nach dem Vorbilde der Dachausbüdung 
schon sehr frühe ebenfalls Dreieckstab- 
werke verwertet worden. Wenn wir darüber 
ans altrömischen Zeiten auch keine sichern 
Nachrichten haben, so steht doch fest, daO zur Zeit Pali^ujio's Hänge- 
werke und Sprengwerke schon öne hohe Ausbildung erfahren hatten. 
Palladio zeichnet 1570 in 
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seinen vier Büchern der 
Architektur zwei als reine 
Dreieckstabweike angeord- 
nete Brückenträger. Fig. 95 
ist nach ihm von Picherohi 
DE MiKANDOLA in Deutsch- 
bmd ges^en worden, wäh- 
rend, wie er weiter sagt, in 
ItaUen kein ähnliches Bei- 
spiel vorhanden sei. Fig. 96 zeigt die wahischdnlich von Palladio 
selbst entworfenen Träger der Cismonebrücke mit 3S m Spannweite. 

Derartige Dreieckstabwerke nennt man in konstruktiver Hinsicht 
heute Fachwtrke (9). Die Fachwerke haben aber weder im 17. noch im 
18. Jahrhundert eine nachhalt^e Nachahmnng gefunden. Zum Teü lagen 
die Gründe dafllr wohl in dem Unvermc^^en der Erbauer, die Ver- 
bindungen der Hölzer in den Ecken der Dreiecke — den sog. 
Kneten (14) — dem unto: der Belastung der Konstruktion entstehenden 
Spiel der Kräfte gegenüber auf die Dauer fest und sicher genug zu er- 
halten. Anderseits aber fehlte anch damals noch jede Theorie, wonach 
man die in den einzehien Stäben entstehenden Kräfte rechnerisch hätte 
ermitteln können, denn die von d»i hervorragenden Gelehrten jener 
Zeit (Stevih und Galilei) gewonnenen theoretischen Wahrheiten konnten 
sich damals nur sehr Igngggm verbreiten. Sie sind erst im 19. Jahr~ 
htmdeit dn Gemeingut vieler geworden. Und dazu hat wesentlich der 
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Umstand beigetragen, daß um die Wende des i8. und 19. JahAnndeits 
die bis dahin allein herrschenden Kotutmktiotssstoffe, Holz und StHn, 
in dem Eiiin einen unbesiegbaren Mitbewerber erhielten. 

3g. Eisenkonstruktionen, Das Eisen war bis dahin in der Bau- 
kunst nur für unteigeoidnete Zwecke verwertet worden. Sdbst in der 
Blütezeit der Baukunst des Mittelalters wußte man das Eisen nicht 
anders auszunutzen, als für Beschläge, zum Verdübehi von Stdnver- 
bänden, zum Verstärken von Holzverbindungen oder zum Verankern 
von Gewölben und Kuppeln. Angesichts der bewunderungswürdigen 
Überreste der Baukunst des Altertums könnte dies verwunderlich er- 
scheinen. Eisen und Stahl waren aber in jener Zeit im Vergleich zu 
Holz und Stein viel zu kostbare Metalle, als daQ man sie anders als 
zu den notwendigsten Dingen des Lebens, also ftir Waffen und Geräte, 
zu verwenden strebte. Selbst im 18. Jahrhundert fehlte es noch immer 
an den geeigneten Werkzeugen und Maschinen, um das Eisen in die 
notwend^en Formen und Verbindungen zu zwingen, sodaß der Wett- 
bewerb von Holz und Stein noch erdrückend wirkte. 

Der eng^sche Ingenieur Smeaton war wohl der erste, der das Eisen 
in der Gestalt von Gußeisen auch ßir Konstruktionen des Maschinen- 
und Bauingenieurwesens einlührte. In einem Schreiben vom Jahre 17S3 
sagt SuEATON darüber: >Als ich vor 37 Jahren zum ersten Male Guß- 
eisen für gewisse Zwecke verwendete, da rief alles, wie kann sprödes 
Gußeisen halten, wenn das stärkste Zimmerholz nicht widersteht?' Er 
sagt dann weiter, daß >der Gebrauch von Gußeisen zuerst in Nord- 
england gemacht wurde und sdt der Zeit ganz allgemein geworden sei**. 
Dampfkessel, Walzgeiüste, sogar Wasserräder wurden aus Gußeisen 
gemacht und Sueaton verwendete das Metall u. a. auch im Mühlen- 
bau und für seinen weltberühmten Leuchtturm von Eddjstone. 1767 
goß man die erste brauchbare Schiene für die Pferdekohlenbahnen der 
Eisenwerke von Coaltntwkdale und drei Jahre später goß man anf 
demselben Weike die erste feste eiserne Brücke der Welt, die guß- 
eiserne Wegebrücke über den Sevem, die heutigen Tages noch steht 
und die täghch Über sie rollenden Lasten mit völ%er Sicherheit trägt. 

Nachdem dann neue Erfindungen im Eisenhüttenwesen sich bewährt 
hatten und nachdem die Lokomotiveisenbahnen ins Leben getreten 
waren, mußte das Gußeisen auf dem Gebiete der Buitkonstniktionen 
dem im Flammafen gewonnenen schmiedbaren i^sen weichen. 



' Dr. Bbck, Die Getchichle de» Eisem in tcehn. und kaltaTgesch. BeseichuDg. 
IV. Abt Du ig. Jahih. 1899. 
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Unser Zeitalter ist aber schnelUebig. Während daa immittdbar aus 
den Erzen bereitete schmiedbare Eisen ungezählte Jahrtausende hindurch 
allein herrschte und wührend der Gebrauch des auf dem Herde mittel- 
bar aus dem Rohosen erzeigten Eisens immer doch noch 400 Jahre 
Überdauerte, hat das im Flammofen dargestellte Eisen das Bauwesen des 
19. Jahrhunderts etwa nur acht Jahrzehnte lang beherrscht, bis zu jener 
Zeit, als die denkwürdigen Erfindungen von Bxssemer und Thouas das 
gesamte Eisenhüttenwesen der Welt von Grund ans umgestalteten. Seit 
jener Zeit haben die althe^ebrachten Bezeichnungen van Eisen und StafU 
neuen Benennungen weichen müssen, wie sie von einem intemati<malm 
Ausschuß hervOTragendcr Metallurgen bei Gelegenheit der Weltausstellung 
in Philadelphia [1876) vereinbart worden sind Danach nennt man heute 
das in teigigem Zustande [auf dem Herde oder im Flammofen) eibaltene 
schmiedbare Eisen, je nach seiner Härte Seftweißeisen oder Sckweißstahi. 
Das im Jfüssigen Zustande (in der Birne oder im Flammofen) darge- 
stellte schmiedbare Eisen heißt dagegen Flußeisen oder FJußstaAi. 

Beim RuQmetall unterscheidet man zwei grundvciscfaiedene Arten; 
das nach dem alten Bessemerver&hren erzeugte saure und das durch 
&i^ho5phonmg dargestellte betsische MetalL Das basische Metall umfaDt 
namendich die weicheren Sorten des schmiedbaren Eisens und es hat 
zweifellos dem sauem Metall gegenüber den Vorzug der größeren Rein- 
heit, Gleichartigkeit und Zähigkeit. Das sind Eigenschaften, die es fllr 
das Gebiet der Baukonstruktionen außerordentlich wertvoll gemacht 
haben. 

Wohl erscheint das schmiedbare Eisen, vom Stan^nnkte des 
Künstlers angesehen, heute noch als ein etwas spröder Stoff, der sich 
nicht so bequem wie Holz und Stein ästhetisch ausgestalten läOt, aber 
für die Ingenieurkunst der Gegenwart ist es unentbehiiich geworden. 
Wo es heute gilt, die fernsten Pole einander näher zu bringen, sei es, 
um Länder und Meere durch feste Bahnen zu verbinden, oder sei es, 
um den Erdball mit geheimnisvollen Netzen zu fiberziehen, auf denen 
der elektrische Funken seine Botschaften und seine Arbeiten versendet, 
da versagen Holz und Stein den Dienst und man greift zum Eisen, dem 
einfachsten, stallten und wohlfeilsten Baustoffe fUr Konstruktionen 
jedweder Art, 

Fflr die Linienführung der großen Eisenkonstniklionen der Neuzeit, 
wie Brücken, Hallen, Kippeln und Türme aller Art, vom Kirchtimn 
und Leuchtturm bis zum Eiffelturm, sind weniger künstlerische Rüde- 
sichten maßgebeod, als vielmehr die aus rein theoretischen Erwägungen 
ent^iii^ienden Gebote der Notwendigkeit Es ist daher nickt zu 
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venrnndem, wenn dem Laien solche eiserne Riesenbauten eigentlich nur 
durch ihre Massenwirining imponieren, während ihm das innere Wesen 
der Konstruktion, das meist nicht so offen zu Tage tritt, wie dies bei 
den Werken der schönen Künste der Fall ist, verschlossen bleibt Und 
doch verkörpert sich im Aofban und den Einzelheiten der neueren 
£igenkc«utiuktionen ein gutes Stück des Wissens und Könnens der 
heutigen Ingenieure; hat doch die Entwickelung dieser Konstruktionen 
wesendich zur Auslnldui^ und Vertiefung der wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Ingenienrkunst beigetragen. • 

40. AnSnge der Theorie'. Die Statik ist der älteste Teil der 
Mechanik, Seit der Zdt des Akchiuedss (387 — 312 v. C3ir.) verstand 
man die Stutzenkräfte eines belasteten 
Balkens nach dem Hebelgesetz zu be- 
stimmen. Das Ver&hren der Zeilegung 
und Zusammensetzung von Kräften, 
in einem Funkte angreifen, lernte man 
von Stevin (1548 — 1630). Stevin" tx- 
kannte dabei ans dem Gleichgewicht auf 
der schiefen Ebene die Kraftverhältnisse 
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an der Seilmaschine. Er wußte z. B. fUr Fig. 97. 

jeden Knoten des Seilecks (Fig. 97} die 

don wirkenden drei Kräfte ihrer GröOe nach in einem Dreieck daizu- 

stdlen. Damit war der Anfang zur gr^hischen Statik gemacht. 

Mit Fragen über die Festigkeit der Baustoffe war schon im Anfang 
des 17. Jahrhunderts Gaulei C1564 — 1643] beschäftigt. Jeden&lis war 
er es, der zuerst eise Theorie der Biegungsfestigkett aufstellte, wobei 
er einen einfachen Holzbalken betrachtete, der an seinem einen Ejide 
eingemauert and am andern Ende belastet war. Seine Nachfolger 
Blondbl (t66i], Marchetti (1669), Fabri imd Grahdi (1660 — 1700) 
erwäteiten Galileis Theorie auf den an baden Enden gestützten, eine 
Einzellast tragenden Balken. Da aber aUe diese Gelehrten, ebenso wie 
Gaulei selbst, bei ihren Untersuchungen die Elastizität des Baustoffes 
(2} nicht berücksichtigten, so konnte die Festigkeitslehre der Baustoffe 
eist festem Boden gewinnen, nachdem im Jahre 1660 der Ejigländer 
HooKE durch Versuche mit stählernen Federn das sogenannte Blastizi- 
tätsgesets fand. Ein ebenso wichtiges Gesetz, das infolge seines auQer- 



■ Vgl. WraxLXR, Abriß der Geschichte der Elutiiitltslebre. Techn. BlKtter 

1879. Aneh Mbhbtbns, TeclmiEche Mechamk (im Handbuch der BanknDde). 1885. 

' Stevin, Beghinselen der WaEigkonst, 15S5. HypomnemaH mathematiCB, 1608. 
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ordentlich weiten Anwendungsgebietes heute eine hervorragende Be- 
deutung fUr die Statik der Baukonstruktionen gewonnen hat, ist das sog. 
Gesetz der virtuellen Geschwindigkeiten oder Verschiebungen, das schon 
Gaulei und Stevin erkannten. Aber erst Joh. Bebnoulu sprach es 
in seiner allgemeinen Form aus und Lagrange leitete daraus eine 
Formel ab, die eine Lösui^ aller Aufgaben über Gleichgewichtsaufgaben 
enthält. 

Heute läßt sich der Sat% von den virtuellen Verschiebungen allgemein 
wie folgt ausbrechen: 

Bezeichnen i',, ^,, P^ . ■ ■ Pm Kräfte, unter d^en Einwiricong ein 
Molekül, ein Punkt, ein Körper oder eine Gruppe von Körpern sich im 
Gleichgewicht befinden; femer z>,, r„ v^ ... v„ unendlich kleine Ver- 
schiebungen, die bei irgend einer möglichen Lagenänderung die An- 
griffspunkte der Kräfte P^, P^, P^ ... Pm erleiden können, so mnfl 
bei jeder Lagenänderung die Summe der Arbeiten der Kräfte gleich 
Null sein. Denn nach den Gleichgewichts-Bedingungen ist in jedem An- 
griffspunkte die Summe der Seitenkräfte aller dort wirkenden P, ge- 
nommen in der Richtung von v — also auch das Produkt aus dieser 
Summe in w — gleich Null. Eine Anwendung dieses höchst frucht- 
baren Satzes findet sich bereits unter 34. 

Die ersten Anfänge in der Statik und der Festi^eitslehre rührten, 
wie oben gesagt, von Stevih und Galilei her. IMe weitere Ausbildung 
dieser beiden Zweige der Theorie kam aber erst im Anfange des 
19. Jahrhunderts zu einem gewissen Abschluß insofern, als Kavier 
(1785 — 1836) wichtige Fragen der Biegungsfestigkeit in entscheidender 
Weise zur Lösung brachte und indem er, darauf gestützt, in seiner 
>Baumechanik( zum ersten Male in umfassender Weise Berechnungen 
von Bauwerken aller Art vorführte. Mit Recht gilt daher Navier als 
Begründer der Statik der Baidconstniktionen. 

41. Navier's Vorgänger im 17. und 18. Jahrhundert. Schon 
Mariotte (i6ao — 1684}' hatte bei seinen Versuchen (4) gefunden, wie 

B sich die Fasern eines gebogenen Stabes auf 
^m einer Seite seines Querschnittes verlängern, 
K während sie sich auf der andern Seite vcr- 
Fjg g3, kürzen. Er fand auch, daO der Stab, wenn 
er an jedem seiner Enden fest eingespannt 
ist (Fig. 98), eine doppelt so große Last tragen kann, als wenn er nur 
frei auf zwei Stützen liegt 
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Makiotte (1680) and auch Leibnitz (1684) nahmen die bei der 
Biegung erzeugten Nonnalspannnngen (3] in einem Querschnitte nicht 
gleich groQ an, sondern proportional dem Abstände von eiim Gleicb- 
gewichtsachse, die sie in die Mitte der Quetschnittshöhe l^ten. 

Parent (1710) fUhrte zuerst den Nachveis, daß die Summe der 
Spannungen auf beiden Seiten jener Achse gleich sein müsse. Dadurch 
legte er den Grund zur genauen Bestimmung der sog. NulUinie des 
Querschnittes, in deren Punkten die Normalspannungen vom Positiven 
ins Negative (oder nmgekehrt] übergehen, wo sie also mit andern Worten 
zu Null werden. 

Mit der Biegungsfestigkeit beschäftigten sich im 18. Jahrhundert 
auch die groOen Theoretiker Jacob Bernoulli, Euler, Lagrange und 
Coulomb. 

Bernoulu untersuchte zuerst die Gestalt der Stabachse [1] nach er- 
folgter Formänderung des Stabes unter der Belastung, d. h. die sog. 
Biegeiinie oder elastische Linie. Er l^te dar, wie der Krümmungshalb- 
messer der Biegelinie in jedem Punkte dem zugehörigen Biegungs- 
momente (13] proportional sei. 

Exii^ER vervollkommnete die BERNouLLi'sche Theorie der elastischen 
Linie und machte darauf aufmerksam, tvü die Messung der Durch- 
biegung eines Stabes dazu dienen könne, dessen Elasütitätseigenschaften 
SU ermitteln. Im besondem untersuchte Euler auch den Fall der 
Festigkeit eines geraden Stabes, bei welchem die äuOere Kraft in der 
Stabachse wirkt Er nannte diesen Fall * Säuimf esHgkeiU. Heute haben 
wir da^ den Namen * Knickfestigkeit* eingeführt und die von Euler 
seinerzeit angegebenen Gleichungen zur Berechnung der Größe der 
äuQem Kraft (der Knickkraft), die eine Zerstömug des Stabes durch 
Ausknicken herbeiführt, stehen heute noch viel in Gebrauch. Euler 
behandelte als erster auch die Theorie der krummen Stäbe. 

Lagrange erweiterte die EuLER'sche Knickfestigkeitstheorie, indem 
er zeigte, wie der Stab je nach der Größe der Knickkraft auf zwei, drei 
und mehr Teillängen wellenförmig ausbiegen kann. 

Die erste, auf richtiger Grundlage aufgebaute zusammenhängende 
Theorie der einfachen Festigkeitsfälle veröffendichte Coulomb (173Ö bis 
1806)*. Er stützt sich auf Mariotte und Parent und findet, daß die 
Numinie bei senkrecht zur Stabachse gerichteten Lasten und symme- 
trischen Querschnitten in der Mitte der Querschnittshöhe H^, erkennt 

' Coulomb, Mänoires de VAcadimie des Sciences. 1784. Zaerat 177Ö unter 
dem Titel •ApplicatioD des rigles de muimis et minunli i. quelqaes problemes de 
statique reUtifs 1 rArchitectnre. 
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aber sngkich, daO sie beim Bruche ihre Lage ändern könne. Er webt 
als erster darauf hin, daß in einem Querschnitte auch innere Kräfte 
auftreten müssen, deren Richtung in die Querschnittsebene füllt, weil 
sonst kein Gleichgewicht zwischen den innem und äußern Kräften be- 
stehen kann. Er nennt diese innem Kräfte Sc/mbspamtungeft [3 b) und 
erkennt, daß diese nicht wie die NormalspannUngen von der Länge des 
Stabes abhängoi, sondern daß ihre Summe immer gleich detjenigen 
äußern Kraft sein muQ, die im Querschnitt anzubringen ist, um das 
Gleichgewicht der innem und äoßem Kräfte des betrachteten Stabteiles 
zQ erhalten. Diese äußere Kraft nennen wir heute die Querkraft. 

Coulomb bemerkte ferner, daß seine Theorie der Biegungsfestigkeit 
nur lichtig sein oder auf praktische Fälle angewendet werden könne, 
wenn die Schubspannungen auf *daj Batreben tur Trennung mir wenig 
Einfluß haben, oder wenn der Hebelarm der Last viel größer ist, als 
die Höhe des Stabes: Das heiül mit andern Worten, der Einfluß der 
Scfuiispamamgen wachst tmt den Abnehmen des Verhältnisses zwischen 
der Stiitsweite des Stabes und seiner Querschmttshähe. Namentlich bei 
Holzbalken, die nur eine geringe Schubfestigkeit parallel zu den Faxem 
aufweisen, können deshalb in der Nnlllinie, wo die Nonnalspannungen 
versdiwinden, die Schubspannungen eine Zerstöiung des Balkens h«t>ei- 
fUhren, w»m dessen Stützweite im Vergleich zur Höhe sehr klein ist 
(vei^ § 17 im vierten Abschnitt). 

Coulomb war auch der erste, der die bis zum Ende des 17. Jahr- 
hunderts zurückreichenden Anfange der Theorien über Erddrutk und 
GewSlbe wesentlich bereicherte und in eine geschlossene Fonn brachte, 
obwohl der Abschluß dieser Theorien erst im 19. Jahrhund^t erfolgt 
ist, nachdem eine große Reihe von Forschem — darunter die Deutschen 

EVTELWEIN (1808], GeRSTHER (1831), SCHEFFLER (1857), HaGEN(i863), 

CuLMANN (1866), Schwedler (iSäS), Rzbhank (1871}, Wdiklkr {1873), 
Mohr (t88i), Weyrauch (1&81) u. a. zn ihrer Vervollkommnung bei- 
getragen haben. 

43. Theoretische Portschritte im ig. Jahrhundert. In der 
ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts stand die weitne Ausbildung der 
BieguI^[sfestigkeit im Vordergründe. 

Navier' bewies, daß die Nulllinie bei senkrecht zw Stabachse ge- 
richteter Belastung durch den Schiverpunkt des Querschnittes verlaufen 
müsse. Trbdgold nannte die NuUlinie (iSzoj zuerst > neutrale Linie* 

' Navikr, Mimalre rar U flexion des verget jlattiqnei conrbet. Am 13. Nor. 
1819 der Pariser Akademie Uberrdcht. VergL Aniudes de chimie et de )di7siqne. 
iSso. Band XV. 
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und so wird sie avich heute noch viel genannt. Kavier leitete für den 
bezeichneten Belastui^fall die Formel: 

ab. Danach kann tUr einen beliebigen Querschnittspunkt, dessen Ab- 
stand von der (durch den Schwerpunkt gehenden) Nulliinie gleich ^y 

ist, die Nonnalspannung ff aus dem Quotienten — berechnet werden, 

worin unter M das itoHsehe Mommt der äußeren KrSfte flir den Schwer^ 
pnnkt des betrachteten Querschnittes zu verstehen ist und worin die 
Gt&ük/^^ y'dF — wie zuerst Persy (1834) nachgewiesen hat — 
das auf die Nulllinie bezogene Trägheitsmoment des Querschnittes be- 
deutet 

In der Vorrede der eisten Ausgabe seines berühmten Werkes Über 
>Baumechanik< (i8z6) weist Navier darauf hin, wie ans den Unter- 
suchungen seiner Vorgänger >bis jetzt die Mathematik mehr Mutzen 
gezogen, als die Architektur und das Ingenieurwesen« . Er sagt dann 
weiter, >die meisten Konstrukteure bestimmen die Abmessungen der 
Teile von Bauwerken oder Maschinen nach dem herrschenden Ge- 
braudie und nach dem Muster ausgeführter Werke. Sie legen sich selten 
Rechenschaft ab über die auf jene Teile wirkenden Kräfte und über den 
Widerstand, den diese jenen entg^ensetzen. < 

Diese Aussprüche des groQen Ingenieurs beleuchten den Stand der 
Ingenieurkunst jener Tage. Wir müssen aber bekennen, daO es solche, 
die ohne viel Nachdenken >nach berühmten Mustemc bauen und kon- 
struieren, auch heute noch genug unter uns gibt, obwohl ja seit Naviex's 
Zeit die Statik der Baukonstmktionen erhebliche Fortschritte gemacht 
hat. Die Fortschritte sind Hand in Hand gegangen mit der Entwickelung 
der Baukonstruktionen des 19. Jahrhunderts tmd lassen sich daher am 
besten wohl auch im Zusammenhange mit dieser besprechen. 

Den größten Einfluß auf die weitere Ausbildung der Theorie hat 
die Ausbreitui^ der gegliederten Konstrtiktionen geübt, namentlich also 
da Eisenkonstruktionen, die infolge der angedeuteten Fortschritte im 
Eisenhüttenwesen und mit der wachsenden Verdichtung des Eisenbahn- 
netzes der Erde, mehr und mehr an Bedeutui^ gewonnen haben. 
Unter den Eisenkonstnktionen sind es in erster Linie die eisemett 
Brücken gewesen, die zu einer Vervollkommnung und Vertiefimg der 
theoretischen Grundlagen gedrängt haben. 

Wenn auch durch Navier's Nachfolger (deren Leistungen weiterhin 

Mchrleni, Statik der Biukonitruklioaen. I. 6 
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gelegeotlich erwähnt werden) in der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts 
die Grundlagen der Festigkeitslehre im wesentlichen so ausgebaut worden 
sind, wie wir sie heute kennen und gebrauchen, so hat man in jener Zeit 
doch das Wesen der Standfestigkeit der gegliederten Konstruktionen nicht 
voll erkannt. Die Hamaligp Berechnung gegliederter Träger beschränkte 
sich auf eine Rwirimmnng der Gurt^umnungen aus den Biegungs- 
momenten mit Hilfe des NAvmR'schen Satzes. Der Einfluß der Wand- 
Federung (Andreaskreuze u. dergl.} wurde dabei vernachlässigt, weil 
man diese nur als eine notwendige Zugabe gegen Verschiebung der 
Guite ansah. Auch die berühmten Tragersysteme der amerikanischen 
. gegliederten Holzbrticken aus dem 4. Jahrzehnt des vorigen Jahr- 
hundeits, die nachweisbar als Vorbilder der gegliederten Hauptträger 
der europäischen Eisenbrücken gedioit haben, sind ohne genauere Be- 
rechnungen erbaut worden. 

Erst seit 1851, als Schwedler' und Culmann' ihre grundlegenden 
theoretiscben Arbeiten über die Berechnung von Fachwerkträgern ver- 
öffentlichten, beginnen die neuem Bestrebungen zur Vervollkommnung 
und Vertiefung der Statik der Baukonstruktiocen. Die unter Vortritt 
von CuLUANN geschaffene und von Maxwell, Mohr, Crshona und 
anderen^ gachaffeut grapkiseke Statik schärfte zusehends die theoretischen 
Waffen. Sie eröfhete neue Gebiete des Wissens; die Sätze vom Gleich- 
gewicht erhielten dadurch ihre ein&ichste Fassui^, und neue Ver&hren 
zur Bestimmung von Spannungen and Formänderungen in ebenen und 
räumlichen gegliederten Tragwerken bildeten sich aus. Nachdem Mohk 
die elastische Linie als Seillinie graphisch darstellen lehrte und die An- 
wendung des Satzes der virtuellen Verschiebungen fUr die Ermittelung der 
Formänderungen zeigte ; nachdem Menabrea, Castigliano und FrAnkel 
zum ersten Male die Sätze von der Abgeleiteten der FormÖndeningsarbeit 
anwendeten, waren in der Statik der Baukonstruktionen ein&iche und 
allgemeine Grundlagen zur gr^hischen und analytischen Berechnung auch 
der statisch unbestimmten Trägersysteme gegeben (35)- 

So verschaffte in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts die 
Theorie der Praxis die Mittel, um (üe ältere, ohne besondere theore- 
tischen Kenntnisse geschaffenen Systeme im Lichte der Wissenschaft 
mit neuem Gehalte zu ftiUen und zu neuen Formen umzugestalten. 

■ SCHWIDLEB, Theorie der BrUckenballiengyneine, Zdlichr. f. Butwwen 1851. 

' CuLKANN, Der Ban der eUernen Brttckeo in England nnd Ameiika. Allg. 
Binzeitang; iSja. 

^ Vergl. die ein«chHgige Literatur in: Mkhbtens, Der deutsche Brückenbau im 
19. Jahifanndert. 1900. 
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43. Die graphischen Methoden- Nicht allein für die Ennittdung 
von Spannkräften und Foimändenmgen der statisch bestimmten, sondern 
auch fUr die Berechnung der statisch unbestimmten Konstruktionen 
stehen heute die gr^higchen Methoden im Vordei^junde. Und mit Kecht. 
Warum diese Methoden aber bevorzugt weidenj wird nur detjenige voll 
verstehen, der ihre Einfachheit, Übersichtlichkeit und Genauigkeit durch 
viele Übung und durch Vei^eiche ihrer E^bnisse mit analytischen 
Rechnui^en «probt hat. Durch das Zeichnen von einfachen Kraft- und 
Seileckcn, in Verbindung mit EinfluOlinicn , Biegelinien und Verschie- 
bungsplänen löst man heute die vervickelsten Aufgaben. Der so er- 
haltene graphische Flau besitzt groüe Anschaulichkeit. In ihm erblickt 
man, wie mit einem Schlage — was bei der analytischen Behandlung 
ausgeschlossen ist — das Gesamtspiel der Kräfte, besonders die ge- 
gebenen Belastungen, geßthrlichsten Laststellongen und die entstehenden 
Spannkräfte oder Formänderungen. So bietet der graphische Plan eine 
ausgezeichnete Handhabe, um das Kräftespiel in der Konstruktion nnter 
dem Belast un g s wechsel durch Anschauung verstehen und verfolgen su 
lernen. Dabei bi^ jedes graphische Einzelverfohren in sich selbst ent- 
weder die Mö^ichkeit einer Riüfnng seiner Richtigkeit oder es läßt eine 
solche auf verschiedene Art in ein&cher Weise zu. 

Über die Ungenauigkdt der gr^hisch ermittelten Zahlenwerte ^nd 
übertriebene Beluuq>tangen laut geworden. Allerdii^ ist bei analytischen 
Rechnungen mathematische Genauigkeit zu erüelen, bei der graphischen 
Methode dagegen niemals. Aber man soUte nicht vergessen, daß der 
ausübende Bautechniker keine mathematisch genauen Zahlen braucht. 
Ein verständiger Konstrukteur rechnet nicht mit unnützen Dezimalen, 
er rundet seine Kräftezahlen nach oben ab. Deshalb wird ein solcher 
auch die Frage, ob denn die von ihm gebianchten, graphisch ennittelten 
nikt nacl^eprüften Zahlen genau genug sind, um die Sicherheit der da- 
nach entworfenen und beigestellten Konstruktion nicht zu gefährden, 
bejahen. Gegebenenfidls sind analytische Stichproben nicht von der 
Hand zu weisen, notwendig «scheinen sie aber nicht, wenn die gra- 
phische Rechnung auf graphischem W^ gehörig nachgeprüft war. 

Es soll jedoch nicht verschwiegen werden, daß die graphischen 
Methoden viel von ihrer £in£achheit einbüßen, sobald man sie zur Be- 
mimtng von Jiaumgebilden verwendet Deshalb empfiehlt es sich, bei der 
Berechnung von Ranmsystemen die analytische Behandlung, die dabei in 
vielen Fällen große Vorzüge bietet, nicht zu übersehen (vergl. in g 13). 

Der Begründer der gr^hischen Statik war Culhann (iSai— 81), 
der den neuen Wissenszweig an der Züricher Hochschule bereits lehrte, 
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ehe er 1869 seine «Graphische Statik« herausgab. Seine Vorgänger 
Stevin, Varicnon, Lam£, Clapeyron, Poncblet, MObius und Cousinery 
haben ihm nur unwesenüiche Beitr^e gehefert. Stevin und Varignon 
zeichneten bereits das Kraft- und Seileck {40), Lam^ und Clapsyron 
verwendeten diese Gebilde bei der Festlegung der Kettenlinien im Ent- 
würfe einer 311 m weitgespannten Kettenbrücke flir Petersbui^ {i8»7). 
PoNCELET, MüBius (1827) Und CousiNKRY (1838) Waren die ersten, die 
eine unmittelbare Anwendung der Geometrie bei Standfcstigkeits-Unter- 
suchungen einführten. Der Deutsche Möbius' lieferte die ersten allge- 
meinen Untersuchungen Über die Starrheit oder UttbeweglkkkHt der 
Stabgebilde, wobei er in höchst bemerkenswerter Weise bereits zeigte, 
nnter wdchen Umständen eine unendlich kleine Beweglichkeit eintreten 
könne (34). 

Auch die Sätze der 1S35 von AhfEre begründeten geometrischen 
Bewegungslehre haben sich in der gr^hischen Statik als fruchtbar er- 
wiesen. FbAkkel wendete 1875 die Sätze vom augenblicklichen Dreh- 
punkte an, um die Verschiebungen von Fachwerksknoten zu ermitteln. 
FöPPL (tSSo), LANn, MOLLER-Breslau (1888) und Grübler (1887—89) 
erweiterte das Gebiet der Anwendungen, im besondem bei Untei^ 
suchungen über die Starrheit und die unendlich kleine Beweglichkeit 
von Facbwerken. 

Gute und vollständige Werice über die Statik der Baukonstruktionen 
«nd heute sehr selten. Eigentlich gibt es beute nur ein einziges Lehr- 
buch, das alle Anforderungen erfUUt. Das ist die »Graphische Statik der 
Bankonstroktionenc von MOLLER-Breslau, in der alles Wissenswerte aui 
diesem Gebiete in au^ezeichneter Weise znsammengefaOt und behanddt 
worden ist. Mao darf wohl sagen, daß die grolle Verbreitung dieses 
Lehrbuches wesentlich dazu beigetr^en hat, die von Ritter, Culhank, 
Maxwell, Mohr u. a. geschaffenen Grundlagen der graphischen Statik in 
den weitesten technischen Kreisen allgemeiner bekannt zu machen. 

44. Die heutigen Konstruktionsaufgaben. Die beutigen Au^ben 
der Statik der Baukonatruktionea zeigen, wie schon der Name dieses 
Wissenszweiges bes^, eine statische und eine konstruktive Seite. Im 
Anfang war die Konstruktion; zu Ihr gesellte sich später die Statik und 
beide sind dann Im Laufe der Jahrhunderte zusammen groß geworden. 
Beide sind auch heute noch imzertrennlich. Das Gebiet Ihrer Au^ben 
Ist aber so umfangreich und weitverzweigt, daß es in den Letuplänen 
der Technischen Hochschulen in Sondergebieten, die auf der Gnmdli^e 

■ MÖBIUS, Lehrbuch der Statik. 1S37. U. 
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der Mechanik und der Festigkeitslehre fußen, getrennt behandelt werden 
muß. Die Vortrüge über »Statik der BaukonstniktioDeni bewegen sich 
deshalb in engen Grenzen insofern, als die Behandlung der konstruk- 
tiven Seite ihres Gegenstandes wesentlich den Fachvorträgen über 
iHoch-, Wasser^, Eisenbahn- und Brückenbau« überlassen bleiben muO. 

In meinen Vorträgen onterscbeide ich bei den zu behandelnden 
Aufgaben eine Lösung i. im engem und 2. im weitem Sinne, wobei 
ich den Inhalt der Aufgaben etwa wie folgt umgrenze: 

I. Anwendung der Sätze der allgemeinen Statik und der Festigkeits- 
lehre für die Berechnung der Stabkräfte und Spannungen gegebener 



2. Erweiterung dieser Au^ben durch Ermittelung der günstigsten 
Gestalt der Konstruktionen derart, daO in keinem ihrer Teile an Bau- 
stoff verschwendet wird und in keinem Querschnitte die nötige Sicher- 
heit mangelt 

Im ersten Falle liegt also ein Schema oder ein fertiger Entwurf eines 
Konstmktiüssystemes vor, während im zweiten Falle nach g^ebenem 
Programm , ein Vorentwnrf zu liefern ist. Inwieweit nun die bei der 
Lösung von Aufgaben im weiteren Sinne notwendig einzuhaltenden Ge- 
sichtspunkte im allgemeinen atich schon in den Vorträgen über Statik 
der Baukonstmktionen gegeben woxlen sollten, ist schwioHg zu sagen, 
weil dabei die Eigenart der Lehrpläne und der Persönlichkeiten an den 
betreffenden Hochschulen mit ausschlaggebend sein werden. 

Nach meinem I>alUrhalten erscheint es zweckmäßig , wenn schon 
bei der Anleitung znr Berechnung gewisser Konstruktionen nach ge- 
gebenen Systemen, wie Gewölben, Stützmauern, statisch unbestimmten 
Brückenträgem u. dergL, auf alle Umstände aufmerksam gemacht wird, 
die bei der Herstellung jener Konstruktionen, sei es auf der Baustelle 
oder in der Werkstatt, ihre Spannungen und ihren Sicherheitsgrad 
beeinflussen. Im besondem kämen dabei auch solche Eisenkonstmktionen 
in Betracht, deren Spannungen während ihrer Aufstellung wesentlich 
andere sind, als später während ihres Betriebes, oder bei deren Auf- 
stellung künstliche Belastungen verwendet werden, um an Baustoff zn 
sparen u. a. m. 

Man könnte dagegen einwenden, daß alle genannten, die Spannungen 
und die Sicherheit einer Konstruktion beeinflussenden besondnn Um- 
stände lediglich konstruktiver Katur sind und ihre Besprechung de^udb 
in den erwähnten praktischen Vorträgen finden müssen. Wie aber 
bereits gesagt, sind Theorie und Konstruktion unzertrennlich und daß 
dies so ist, kann den Studierenden aller Fächer an passenden Beispielen 
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nidit früh genug dargetan werden, daniit sie nicht durch übertrieben 
einseitige theoretische Ausbildung die hohe Bedeutung der konstniktiven 
Seite der techniscben Wissenschaft unterschätzen und vagessen lernen, 
daß alle statischen Berechnungm unter Voraussetzungen erfolgen, die 
in der wiridichen Konstruktion niemals ganz erfüllt werden. Das berech- 
nete System wird praktisch erst brauchbar, wenn es der Konstrukteur, 
bildlich gesprochen, mit Fleisch und Blut umhüllt und ihm lebendigen 
Odem eingehaucht hat, damit das Ganze in Formen erscheint, die dem 
Zwecke des Bauwerks wohl angepaßt und. Ein guter Konstrukteur muß 
zwar ein guter Theoretiker sein, aber daneben muß er auch noch ein 
gewisses Etwas besitzen, das durchaus nicht im Widerstreit mit den sog. 
exakten Wissenschaften zu stehen braucht, nämlich das angeborene oder 
anerzt^ene feine Geftihl für die Zweckmäßigkeit der von ihm ge- 
schaffenen Formen. 

Einer unserer hervorr^endsten Altmeister auf dem Gebiete der 
Konstruktion, der 1896 verstorbene Schwbdler, sagte in seiner ersten 
bahnbrechenden theoretischen Arbeit vom Jahre 1851 : >Die vorstehenden 
Bemerkungen sind nur gemacht worden, um anzudeuten, wie eine 
Theorie, die auf bestimmte Voraussetzungen basiert ist, nicht auf Bau- 
ausfUhrui^en angewoidet werden kann, bevor man geprüft hat, ob auch 
sämtliche Voraussetzungen bei dem Werke gemacht werden können. Es 
wird sich im Gegenteil finden, daß die Theorie für jedes Bauwerk, je 
nach dem Baustoffe, dessen Elastizität, den Qaoschnitten der Teile, 
den Verbindungen und noch mancherlei andern Sachen besonders richtig 
gestellt werden muß, wenn man nicht in Fehler verfallen will. Die 
Theorie gibt nur im allgemeinen ein Schema, nach wachem die Stand- 
festigkdt des Bauwerks durchdacht werden soll. Dem einzeken Ban- 
mdster bleibt es danach überiassen, in jednn besondem Falle dieses 
Schema mit seinen Gedanken auszufüllen.« 

Ein Techniker, der diese goldenen Worte allezeit beherzigt und 
immer bedacht ist, das * theoretische Schema', mit seinen Gedanken aus- 
zufüllen, das ist der geborene Konstrukteur l 
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1 7. Die Gleichwert^eit verschiedener Kräftegruppen. 

Es handelt sich hier dämm, klarznlegen, wie man die bei Konstmlc- 
tionen vorkommenden venchjedeoen Bekstungsgmppen auf möglichst 
ein&che gleichwertige Kräftegruppen zniSckfUhren kann. Dabei werden 
zwei verschiedene Gruppen von äuOem Kräften als gleichwmig ange- 
seh^i, wenn beim Ersatz der einen Gruppe durch die uidere die 
Stütsenkräfte unverändert bleiben. Es erscheint aber notwendig, hervor- 
zuheben, daß dabei die innem Kräfte nicht in Betracht kommen, weil 
diese sich im allgemeinen bei jeder Änderung in der Lage und Grup- 
pieinng der Lasten ändern müssen. 

45, Eine Einzelkraft. Eine Scheibe oder ein Körper stehe tmter 
der Einwirkung von Kräften im starren Gleichgewicht und jede Kraft 
sei durch Angriffspunkt^ Richtung mid Größe 
gegeben. Was dann allgemein von der sta- 
tischen Wirkung einer einzelnen der Kräfte 
zu sagen ist, läßt sich sinngemäß auf jede 
der andern Übertragen, woraus die Art der 
Gesamtwirkung aller Kräfte zu erkennen ist 

Ohne am betrachteten Gleichgewicht der 
äußern Kräfte, um die es sich hier allein 
handelt, etwas zu ändern, kann man eine 
Einzelkraft in ihrer Sichtung beliebig ver- 
schieben, wenn dabei die Kraft nur mit der 
Scheibe oder dem Käiper starr verbunden 
gedacht bleibt Die Kraft P, die im Ober- 
ßäcbenpunkte m angreift [Flg. 99), soll z. 6. in 
ihrer Richtung nach « verschoben werden. Bringt man voAer in » in 
der Richtung mn zwei Kräfte P gleicher Größe, aber entgegei^esetzten 




Fig. 99. 
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Sinnes an, so beben diese beiden sich in ihren Wirfaningen auf, stören 
also das Gleichgewicht nicht Es wirken jetzt dann im ganzen drei 
Kräfte der Größe P. Von diesen bebt sich die Kraft P im Angriffs- 
punkte m und die eine eo^egengesetzt dazu gerichtete Kraft P im 
Punkte n ebenfalls in ihren Wirkungen auf, können also ohne Störung 
des Gldchgewichts wieder beseitigt werden. Bleibt demnach nur die 
Wirbmg derjenigen Kraft i* in n übrig, die von m nach « verschoben 
gedacht war. 

Verschiebt man eine Kraft P \a m parallel zu sich selbst nach einem 
beliebigen Punkte n (Fig. loo), so muß man, am den ursprUi^[lichen 
Belastungszustaod aufrecht zu erhalten, in » 
noch eine Kraft P anbringen, die der ver- 
schobenen Kraft P parallel, aber en^^n- 
gesetzt zu ihr gerichtet isL Diese in « an- 
greifenden beiden Kräfte P sind miteinander 
im Gleichgewicht, ändern also am ursprüng- 
lichen Belastungszustande nichts. Die neu 
gebildete Kräftegruppe besteht aus einer parallel 
zu sich sdbst nach n verschobenen Kraft P 
imd einem sog. Kräftepaare P, das aus zwei 
gleich großen, aber entgegengesetzt gerichteten 
Kräften P gebildet wird, deren Richtungen 
nicht in eine und dieselbe Gerade fallen. 
ErfahrungsniäOig ist ein Kräftepaar bestrebt, die Scheibe oder den 
Köiper zu verdrehen. Man mißt die Größe des Paares mit Hilfe seines 
Hebelarmes (seiner Breite), wenn darunter der senkrechte Abstand a 
zwischen den beiden Kraftriebtungen ventanden wird {Pig. looj. Die 
Größe der Drehwirknng des Paares ist ^eich dem Produkte aus der 
Kraft P in den Hebelarm a, das als statisches Moment bezdchnet wird. 
Das statische Moment M einer Einzelkraft P m m, bezogen auf 
einen beliebigen Punkt n der Scheibe oder des Körpers (F^. loo) ist also 

M=P.a. [i8) 

Die in n außerdem noc^ wirkende, dorthin verschoben gedachte 
Kraft P hat kein Moment in Beziehung auf n, weil ihr Hebelarm gleich 
Null ist 

Eine Einzelkraft Übt nach obigem zweierlei Wirkung aus. Sie sucht 
emerseits alle Punkte der Scheibe oder des Körpei^ parallel ihrer Rich- 
tung mm' zu verschieben und anderseits ist sie bestrebt, die Scheibe 
oder den Körper zu verdrehen, wobei die Größe der Verdrehui^ für 




8 7- Ke Gleichwertigkeit verschiedener Krilftegnippeii. go 

einen beliebigen Punkt rt am so gröDer wird, je weiter dieser von der 
mm' absteht 

Im betrachteten Falle des starren Gleichgewichts findet in keinem 
Punkte weder eine Verdrehung noch eine Verschiebung statt Daraus 
folgt, daO die von der Einzelkraft angestrebte Verändirung der Lage 
irgend eines Punktes gleich groÜ, aber entgegengesetzt gerichtet ist der- 
jenigen Lagenveränderung des nämlichen Punktes, die von der Gesamt- 
heit aller übrigen äußern Kräfte angestrebt wird. 

Weiteres über Eigenschaften eines Kräftepaares folgt unter 47. 

46. Zwei KrSfte. 

a. Die Kraftrichtungen sind nicht parallel und schneiden 
sich (Fig. loi). In diesem Falle wirken die Kräfte in der durch ihre 
Richtungen festgelegten Ebene und sie können 
in ihrer Wirkung durch eine Mittelkraft ersetzt 
werden, deren Richtung durch den Schnittpunkt 
n der Kraftrichtungen verläuft. 

Verschiebt man nämlich die Kräfte /*, und 
P, in ihrer Richtung so wdt, daß beide in n 
ihren Angriffspunkt erhalten, so wird dadurch 
am Gleichgewicht der Scheibe oder des Körpers 
nichts geändert. Nach dem Satze vom ParaUelo- 
gramm der Kräfte ist dann die Mittelkraft gleich 
der Diagonale eines Parallelogramms, das aus den 
beiden ab Strecken aufgetragenen Kräften />, und 
P, gebildet wird. Bequemer ist es, nur die Hälfte des Parallelogramms 
zu zeichnen, das sogenannte Kraftäreieck (Fig. loa), worin der Sinn der 
Mittelkraft R stets entgegengesetzt dem Sinne des Kräftezuges P^ , P^ ge- 
richtet ist. Weiter folgt, daß zwei Kräfte, deren Richtungen sich 
schneiden, miteinander nie im Gleichgewicht sein können. 

Das Zusammensetzen der Kräfte P, und P^ zu einer Mittelkraft R 
kann auch dadurch geschehen, daß man jede Kraft auf zwei beliebige 
feste Richtungen OX und OY projiziert Die Summe jeder der beiden 
Projektionen ist dann gleich der Projektion von R auf die zugehörige 
gleiche feste Richtung. Dies ist in der Fig. los ausgeführt und an sich 
verständlich. Rechnerisch ergibt sich danach: 

R = yp\+ P\ + 3 .P^.F^.CQ^y (19) 
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Für Y = 90° wird: 

Ji=yi",+Pt [20) 

/*, = Ä sin j? ; r,=Xcosli. 
Für ß ^ 90° wird: 



R = yp', — PI (21} 

cos a ' " 



b. Parallele gleichgerichtete Kräfte. Zeigen beide Kraft- 
richtimgen gleichen Sinn (Fig. 103}, so sind die Kräfte ebenfalls durch 
eine Mittelkraft zu ersetzen, deren Zage in der Kraftebene wie folgt 
gefiindcn werden kann. Zu der Gnq>pe der beiden Parallelkräfte /*,, 
/*, flige man eine Gruppe von zwei Kräften S^ hinzu, die in der Ver- 
bindungslinie der Angriffspunkte i und 3 der ersten Gruppe angreifen 
und gleich groQ, aber entgegengesetzt gerichtet sind. Dadurch wird 
das Gleichgewicht nicht gestört. Man setze ff" und /",, sowie andi/T 
und P^ (mit Hilfe von Kraftdreiecken) zu je einer Mittelkraft zusammen. 
Diese Mittelkräfte K, und Ä", schneiden sich in « und können schließ- 
lich dort zu einer Mittelkraft Ji vereinigt werden. Aus der gr^hischen 
Ermittelung mit Hilfe des betreffenden Kraftdreiecks ergibt sich ohne 
weiteres, daß 

X = P, + P, 

und dabei parallel zu /*, und /*, ist 

Die Lage von Ji findet man rechnerisch am einfachsten aus den 
statischen Momenten. Soll X die Wirkung von P, und P, ersetzen, so 
muß das statische Moment von JP gleich der algebraischen Summe der 
stattBchen Momente von P, und P, sein und zwar für jeden beliebten 
Punkt der Kraftebene. Wählt man als Momentenpunkt einen beliebten 
Punkt in der Richtung von S, so ist das statische Moment von S in 
Beziehung auf gleich Null. Sind a, und a, die zi^hörigen Hebel- 
anne — und rechnet man (nach 47) Momente, die im Sinne des Uhr- 
zeigers rechts drehen fosiHv, links drehende Momente dagegen negativ 
— so ist 
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Wie man allgemeia fUr beliebige parallele oder nicht parallele Kräfte 
die Lage ihrer Mittelkraft findet, wird weiterhia (in § 8) gezeigt. 

c Parallele in verschiedenem Sinne gerichtete Kräfte. 
Die Mittelkraft kann hier in der nämlichen Art gefunden werden, wie 
unter b. erörtert und wie es in der Fig. 104 durchgettihrt worden ist 
Die Ermittelung von H ist danach ohne besondere Erläuterung ver- 




ständlich. Die Fignr veranschaulicht audi, wie mit dem GröOenverhält- 
ois von J', zu P, die Lage von X sich verändert. Je größer P, gegen- 
über P, ist, desto naher rückt H (mit dem Schnittpunkt n] an die 
größere Kraft P^ heran, dabei ist die Größe von P aus 



bestimmt Verschwindet P^ , so wird P ^^ P, und n fMlt in die 
Richtung von P,. Umgekehrt rückt S weiter ab von P,, wenn diese 
Kraft kleiner wird. Wird i>, = />„ liegt also ein KräfUpaar (48) vor, 
dann rUckt R in die Unendlichkeit, weil die Richtungen von £*, und 
K, in diesem Sonderfalle parallel laufen. 

d. Windschiefe Kräfte. Die Richtungen windschiefer Kräfte 
schneiden sich niemals, auch nicht in der Unendlichkeit Sie kommen 
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also nur ftlr deo Körper, nicht für die Scheibe ic Betracht Eine 
Gruppe von zwei windschiefen Kräften läßt sich in keiaein Falle auf 
eine Einzelkraft als Mittel- 
kraft zuitickfllhren. Man 
kann zwar die eine Kraft 
P, aus ihrer gegebenen 
I^ge mm parallel zu sich 
selbst im Räume verscho- 
ben denken, bis ihre Rich- 
tung in einem Punkte n 
die Richtung der zweiten 
Kraft /*, schneidet, es be- 
darf dann aber, um die 
so erhaltene neue Kräfte- 
gruppe der ursprünglichen 
gleidiwerdg zu machen, 
noch der Hinzufllgung eines 
Kräftepaares vom Momente 
P,a, wenn a den Abstand 
zwischen n und der Ge- 
raden mm bezeichnet Das 
Kräftepaar und die Mittel- 
kraft von J'j und I',, die 
in n angreifen, li^en dann 
in verschiedenen und nicht 
zueinander parallelen Ebenen, weshalb die Kräft^;Tuppen nicht auf eine 
dnzige gleichwertige Einzelkraft zurückgeführt werden können. 
47. Eigenschaften der Krfiftepaare. 

a. Statisches Moment Nach dem Vorigen (unter c) kann man 
ein Kräftepaar P von der Breite a als gleichwertig auffasten mit einer 
unendliek fernen und unendlich kleinen Mittelkraft, deren siaüschts 
Moment den endlichen Wert P.a hat. 

Zwei Kräftepaare werden untereinander gleidiwertig sein, wenn beide 
gleichen Drehsinn und gleiches statisches Moment aufweisen. Die 
Wirkung von zwei Paaren, die gleiches statisches Moment, aber entg^en- 
gesetzten Drehsinn haben, eigibt sieb also zu NulL 

b. Drehsinn. Um den Sinn der Drehung cinüich und immer 
richtig erkeimen zu können, hat man den Begriff der Achse eines Paares 
eingeführt Darunter versteht man eine zur Ebene des Paares errichtete 
Senkrechte {ab in Fig. 105), um welche man das Paar drehend denkt 
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Fig. 105. 



Der Drehsinn wird als positiv angerechnet, wenn das Paar, vom End- 
punkte b der Achse gesehen, wie der Zeiger der Uhr nach rechts dreht ; 
nach links drehende Paare sind mit n^tivem Momente 
in die Rechnu^ einzusetzen. Um also bei Paaren, die 
in der nämlichen Ebene drehen, verschitdenm Dreh- 
sinn mit Hilfe der Achsenstrecken zur Anschauung zu 
bringen, trägt man diese Strecken immer so auf, daß, 
von ihrem Endpunkte b gesehen, positiver Drehsinn 
erscheint (Fig. 105). 

c. Gleichwertige Paare. Aas den vorstehenden 
Erörterungen folgen ohne weitCTes folgende Sätze : Ein 
Paar kann samt seiner Achse sowohl in seiner Ebene 
verschoben, als auch in eine beliebige Parallelebene 
versetzt werden, ohne seine Wirkung zu ändern, wenn 
nur Moment und Drehsinn nnvoändert und die neuen 
Angri&pimkte mit den alten verbunden bleiben. 

Eine Einzelkraft und ein Krä/tepaar lassen sich in 
eine emsige gleichwertige Einzelkraft — die Mittelkraft 
— aberführen. Deren Lage kann nach dem (unter 46bJ angedeuteten 
oder nach dem weiterhin (in § 8) angegebenen allgemeinen graphischen 
Verjähren gefunden werden. 

Mehrere in einer Ebene wirkende Paare lassen sich auf ein einziges 
gleichwertiges Paar von beliebiger Breite zurüdfUhren, dessen Moment 
gleich der algebraischen Summe der Momente der Einzc^aare ist. Das 
kann sehr einfach mit Hilfe der Achsenstrecken geschehen, wenn man 
jede dieser Streckenlängen ah (Fig. 105) gleich dem statischen Momente 
des zugehörigen Paares macht. Verschiedenen Sinnes gerichtete Achsen 
zeigen dann verschiedene Vorzeichen der zugehörigen Momente an. 

d. Zerlegung von Paaren. Zwei Paare, die in verschiedenen sich 
schneidenden Ebenen liegen, lassen sich auf ein ^ichwertiges Paar 
zurückfuhren, in dessen Ebene die Durchschnittskante der beiden andern 
Ebenen f^t. Der Beweis für den letzten Satz erhellt aus der Fig. 106. 
Die Paare der statischen Momente M^ und M^ sind auf gleiche Breite a 
gebracht und in ihren Ebenen £, und E, derart verschoben worden, 
daß die Breite mn = a bäder Paare in die Durchschnittskante der 
Ebenen fällt. In m und n sind die zugehörigen Kräfte P^ und F, je 
zti ein» Mittelkraft R zusammengesetzt. Das beiden Paaren M, und 
M^ gleichwertige Paar hat danach das statische Moment M= Ra. 
Umgekehrt kann man in gleicher Weise ein Paar des Momentes Ra in 
zwei gleichwertige Paare P, und /", zerlegen, wenn diese nur in Ebenen 
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za liegen kommen, die mit der Ebene des Paares Ra gleiche oder 
parallele DnrchsclmittskanteD haben. 

e. Zerlegung nnd Zasammensetzang mit Hilfe der Achsen- 
Strecken. Sobald man zwei Paare, wie oben, auf gleiche Breite ge- 
bracht hat, verhalten sich deren Kräfte i',, P, und R wie die zuge- 
hörigen statischen Momente. Daraus folgt ein ein&ches Verfahren, 
Kraftepaare mit lElfe ihrer Achsenstrecken zu zerlegen und zusammen- 
zusetzen, ganz in der nämlichen Art, wie das mit Einzelkräften unter 
Zugruudel^OQg des Satzes vom Parallelogramm und Parallelopiped der 
Kräfte geschieht 

Zur Erläuterung dieses Vcriahrcns ist in der Fig. 107 der vorige Fall 
den Zusammensetzung der beiden Paare vom statischen Momente M^ 
und M^ noch einmal ausgeführt. E^ 
und E^ stellen die Spuren der zuge- 
hörigen Ebenen auf einer diese senkrecht 
schneidenden GnmdriOebene dar. M^ 
und M, sind als Achsenstrecken P^a 
und P,a senkrecht zu ihren Ebenen in 
der durch den Drehunn (Fig. 105) vor- 
geschriebenen Pfeikichtung aufgetragen, 





Fig. 106. 



Fig. 107. 



immer derart, daß, vom Endpunkte der Acbs^istrecken gesehen, posi- 
tivtr Drehsinn erscheint Setzt man dann M, und M„ wie wenn es 
^nzelkräfte wären, mit Hilfe eines Kraftdreiecks zu einer Mittelkraft 
M, znammen, so bedeutet Mr das statische Moment eines Kräftepaares, 
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das den beiden Paaren M^ und M, gleichwertig ist und das in einer 
senkrecht zur Richtung von Mr stehenden Ebene Er wirkt, wobei sein 
Drehsinn, vom Endpunkt seiner Achse aus gesehen, positiv ist 

48. Drei Kräfte in der Ebene. Drei Kräfte können nur im 
GUichgewicht sein, wenn He einen gemeinschaftlichen Angriffspunkt haben. 
Bei Faralleliräften liegt der Angriffspunkt in der Unendlichkeit. Denn 
zwei von den drei Kräften haben eine Mittelkiail und diese kann durch 
die dritte Kraft nur dann aufgehoben werden, wenn deren Richtung mit 
der ihrigen msammenfallt, und wenn überdies beide gleich groß und 
eutg^enge setzt gerichtet sind. Dies gilt auch iUr Kräfte im Räume. 




Flg. 108. 

Als Beispiel diene die in Fig. 108 dai^estellte, durch ein Gelenk und 
eine Fendclstütze (20aj mit der Eide verbundene Scheibe. Die als ihre 
Belastung angenommene Einzelkraft R sei die Mittelkraft aller etwa 
vorhandenen Lasten. 

Die Scheibe ist starr gestützt. Die Richtung der Stützenkraft B ist 
durch die Stellung der Fendelstütze g^eben, sie schneidet die Richtung 
der Kraft R in n. Da im FaUe des Gleichgewichtes die algebraische 
Summe der statischen Momente aller drei Kräfte für jeden Funkt der 
Scheibenebene gleich Null sein muD, so verläuft auch die Richtung des 
Gelenkdruckes A durch n. Die Unbekannten A und B folgen aus der 
Zeichnung des Krafldreiecks, worin Ä Mittelkraft am A und B ebenso 
groß, aber entgegengesetzt gerichtet ist wie R. War die Strecke für R 
g^ben, so folgen daraus die Strecken ftir A und B, deren GrüOe nach 
dem KräftonaOstab abzulesen ist 

Ein zwätes Beispiel bietet die in Fig. 109 dargestellte Scheibenver- 
bindong, &n I?reigeleni-Bogenträger (31). Der Bogenschenkel ac sei durch 
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die Einzelkraft /f belastet, die als Mittelkraft beliebiger auf AC 
wirkender Kräfte angesehen werden kann. Gesucht wird Größe und 
Richtimg der beiden K^npferdrücke A und B. 

Denkt man sich durch das Scheitelgelenk c einen Schnitt geführt, der 
den Bogen in zwei Teile «rlegt, so muß jeder Teil miter der Wiitung 
der an ihm allein angreifenden äußern Kräfte im Gleichgewicht sein. Jeder 
Teil übt nun auf den 
andern im Scheitelgelenk 
eine Kraftwiikung aus, die 
als Gtknkdruck bezeich- 
net wird. Auf den Teil 
bc wiiken Gelenkdruck 
C und Kämpferdruck B. 
Diese beiden Kräfte 
können aber nicht an- 
ders im Gleichgewicht 
sein, als wenn sie gleich 
groO und entgegengesetzt 
gerichtet sind. Daraus 
folgt, daß die Richtung 
des Kämpferdruckes B 
durch c verlaufen muß. 
Sie schneidet/* im Punkt 
n und durch n muß die 
Richtung des Kämpfer- 
druckes A verlaufen, weil 
die drei Kräfte A, B 
und R (nach vorigem) 
nicht anders im Gleieh- 
gewicht sein können, als 
wenn sie einen gemein- 
samen Angriffspunkt 
haben. In der Fig. i lo sind beide Bogenschenkel unter ihrer Belastung 
getrennt flir sich noch einmal gezeichnet A und B ergeben sich nach 
ihrer Größe schließlich ans dem Kraftdreieck. 

Wenn in vorstehender Aufgabe itide Bogenschenkel belastet sind 
(Hg. iii), so kann man die entstehenden Kämpferdrücke A und B in 
der Art bestimmen, daß man deren Größe und Richtung für jede der 
Einzellasten R^ und R^ besonders ermittelt und die so für jeden 
Kämpferdruck erhaltenen beiden Kräfte zu je einer Mittelkraft A und B 
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vereinigt Die Ermittelung ist in der eben erläuterten Weise in dem 
Kraßeck der Fig. iiz dnrchgefUhn. Es sind darin vier Kiäftedreiecke 
vereinigt und zwar für 

A,y B, und R, ; A,, B, und Ä, 

A„ A, und A\ B^, B^ und 5 . 
SchlieOlich ergibt dch der Gelenkdruck C zweimal als Mittelkraft aus 
A^ und B„ fUr jeden Bogenteil gleich groß, aber entgegengesetzt ge- 
richtet Richtung und GröOe von A, B und C sind in Fig. m ein- 
getragen. Der Kräfteplan erweist sich als richtig, wenn die Richtungen 
von A, B und C sich auf den Richtungen von R^ und R^ schneiden. 




Fig. 111. 



Der von den Kraftrichtungen A — C — C — B gebildete Linienzug heiOt 
Mitteikraftünie (vergl. in § 8). Er muD notwendig durch das Scheitel- 
gelenk verlaufen, weil dort sonst kein Gleichgewicht g^en Drehung 
bestehen könnte. 

Vorstehende Au^be löst sich, Ms etwa die Schnit^unkte «, und 
», ungünstig follcn sollten, einfacher, wenn man R^ und R, je in zwei 
Seitenkräfte zerlegt, deren Richtungen einerseits durch ein Kämpfei- 
gelenk, anderseits durch das Scheitelgelenk führen (Fig. 113). Diese 
Seitenkräfte sind für 

für Ä,: A, und C, 

für Ä,: B, und C, . 

C, und Cg denke man dann zu einer Mittelkraft zusammengeseut 
und diese wieder in zwei Seitenkräfte C, und C, zerlagt, die nach 

Mehrtens, Stuik der Baukoutrakildaeii. L 7 
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den zugehörigen Kämpferpunkten a und ^ gerichtet sind. Auf solche 



1 die Lasten JF, und Ji, je i 



Seitenkräfte zerl^t, die 
in den Kämpfer- 
gelenken angreifen 
{Fig. 114)- Ver- 
einigt Tnan schlieD- 
lich in einerseits 
Aj und C^, sowie 
anderseits B^ und 
C, zu je einer 
Mittelkraft A und 
B, so hat man 
damit Richtung und 
GidOe der gesuch- 
ten Kämpferdlücke 
gefunden. Die 
Strecke OO" gibt 
GröQeundRichtui^ 
der beiden Scheitel- 
gelenkdrücke an , von 
denen der eine auf 
den linken, der 
andere auf den 
rechten Trägeiteil 
wirkt (vergL auch 
die Fig. iia). 

49. Vier und 
mehr Krfifte in 
der £bene. 
a. Culmann's Kraftviereck. Vier im Gleichgewicht befindliche 
Kräfte, die nicht alle untereinander parallel sind, und von denen sich 
nidit mehr als swd in einem Punkte schneiden, können aus einem 
Kraftviereck entnommen werden, sobald ihre Richtungen und tod tmer 
Kraft auch ihre Größe gegeben sind. Die graphische Lösung dieser 
Aufgabe rührt von Culmann her, weshalb das Kraftviereck nach ihm 
seinen Namen erhalten hat Der Satz vom CuLMAKu'schen Kraftviereck, 
der auch im Räume gültig bleibt, lautet; Bei vier im Gleichgewicht be- 
findliehen Kräften ist die Mittelkraft von zwei beliebig zu wählenden 
Kräften gleich groß und entgegengesetst gerichtet wie die Mittelkraft der 
beiden andern Kräfte. Die Richtigkeit des Satzes leuchtet nach dem 
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VorigcD ohne weiteres em. Auch ist leicht einztiseheD, wie der Satz 
dazn dieoea kann, eine gegtbene Einzelkraft in eine gleie/mertige Gruppe 
von drei Kräften 
überzuführeu, deren 
Richtungen vorge- 
schrieben sind. Ein 
Beispiel möge die 
AnsfÜhning des Satzes 
näher eriäntem. 

Eine Scheibe ist 
duich drei Stützen- 
gtäbe staiT gestiltzt 
(22). Es sind die 
Stützenkräfte zu er- 
mittdn, die durch die 
Mittelkraft R aller 
Lssteo erzeugt wer- 
den (Kg. 115— 117). 

Es lassen sich drei 
Kraftvierecke zeich- 
nen, je nach der Art, 
wie man die Stützen- 
kräfte A, B mA C 
mit R zusammen ver- 
bindet Für die Lö- 
sung wird man dar- 
unter zweckmäßig 
dasjenige Kraftviereck 
wählen, fUr das die 
Schnittpunkte der be- 
treffenden Kraftrich- 
tungen am bequem- 
sten liegen. Man 
setze z. B. R und B 
zusammen, die sich 
in b schneiden. Die 
andere Gn^pe [A und 
C] hat in b' ihren Flg. 117. 

Schnittpunkt. Die 

Richtung der Mittelkraft jeder Gruppe von zwei Kräften ist dadurch 

7' 
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in der bb' gegeben. Man zeichnet danach zuerst ein Kraftdreieck aus 
der gegebenen Strecke von R und den Parallelen zu den Krafürich- 
tu:^i:en Sb und bb'. Dadurch erhält man bereits die Größe der StUtzcn- 
kraft B und Überdies die Mittelkraft Z aus R und B, deren Richtungs- 
sinn dem Sinne des Kräftezi^s R — B en^egengesetzt ist (46}- In 
umgekehrter Richtung ist aber Z auch die Mittelkraft von A und C. 
Vervollständigt man deshalb das Kraftviereck durch die Parallelen zn 
A und C, so hat man damit auch (^e GröOen von A und C gefunden. 
Die Linie für Z ist nur eine Hil&linie. Ebenso übersieht man leicht, 
daß der Richtnngssinn der Kräfte im Viereck A — C — R — B äa gleicher 
sein muß, woraus, da die Richtung von R gegeben war, auch das 
VorzeichcH der Längskraft in den Stützenstäben bestimmt ist. Denkt 
man sich ^nämlich die Stäbe durch den Schnitt tt (Fig. ii6] von der 
Erdscheibe getrennt und (behufs Wiederiierstellung des Gleicl^ewichtes) 
die Stutzenkraft in jedem Stabe als äußere Zu^aaA angeteacht, so ist 
jetzt durch Vergleich der Richtungen von A, B, C im Kiafteck der 
Fig. IIS ^^^ 117 zu sehen, welches Vorzeichen zntrifil. Nur die Stützen- 
kraft C hat im Kraftviereck den gldchen Richtui^;s«nn wie an der be- 
lasteten Scheibe, sie ist also eine Ztt^kiaft. Die Stützenkräfte A und B 




dagegen sind Druck^aäitt, weil ihre Richtungen im Krafteck und an 
der Scheibe entgegengesetzt laufen. 
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In der Art, wie eben erläutert, sind auch noch die beiden andern 
Kraftviereckc gezeichnet, worin R nacheinander mit C und mit A ver- 
bunden worden ist In beiden Fällen Hegen aber, wie zu sehen, die 
Schnittpunkte c, c' und a, a etwas ongUnstiger. Schließlich sind die 
Kraftviereckc in der Fig. 117 miteinander vereinigt worden, wodurch 
gleichzeitig eine Nachprüfung der gefundenen Werte der Stützenkräfte 
beweitstelügt worden ist. 

b. Beliebig belegene Kräftegmppe. Wie auch die Kräfte 
liegen mögen, jedenfalls läßt sich jede Einzelkraft parallel zu sich s^bst 
nach einem beliebigen Punkte O der Ebene verschieben, wodurch eine 
neue Kräftegmppe entsteht, die der ursprünglichen gleich^tertig wird, 
sobald noch ein Kräftepaar hinzutritt, dessen statisches Moment gleich 
der algebraischen Summe deijenigen Einzelmomente ist, die sich aus 
der Venchiebung der Eiozellasten /*,, /*„ F^, P^ u. s. w. «geben 
[Tlg. 118). Das Moment M ist aus Atx Gleichimg 

M= P^a^ — P^a^ + P-^a^ + P^a^ usw. 
zu berechnen. 

Die Kräftegruppe in O hat eine Mittdkraft R, die nach ihrer 
Richtung und Größe aus dem sog. Kraft€ck oder Kraft^fygon (M) er- 
mittelt werden kann. 

Wie in den Fig. loi und loz für zwei Kräfte i' gezeigt worden ist, 
kann man die Mittelkraft JR auch dadurch finden, daß man jede Kraft P 
auf zwei beliebige feste Richtungen projiziert und die Summe der Pro- 
jektionen aller P fUr jede der beiden Richtungen bildet Sind 2P und 
^P* die beiden Projektionssummen, so ist jede doselben gleich der 
betreSenden Projektion von R. Rechnerisch gdten für SP" und SP' 
die unter 46a angegebenen Formeln, wobei fUr jede Kraft die ge- 
gebenen Winkel a, ß imd f einzusetzen sind. 

Die gefundene Mittelkraft R und das Kräfte^aar des Momentes M 
lassen sich (nach 47 c) auf eine einsige gleichwertige Eäitelkraft zurück- 
führen. Das wird weitertiin allgemein noch näher gezeigt werden. 

50. Eräftegruppen im Räume. 

a. Rückführung auf eine Einzelkraft und ein Moment. 
Dies ist die anscbauhchste und bequemste Art, um auf eine gleich- 
wertige Gruppe zu kommen, deren weitere RUckfUhrang nicht mehr 
möglich ist. Das Verfahren besteht darin, daß man, wie im vorigen 
Absatz für Kräfte in der Ebene erläutert worden ist, jede Einzelkraft 
nach einem beliebigen Punkte O des Raumes verschiebt und der da- 
durch erhaltenen neuen Kräftegmppe in (7 ein Kräftepaar hinzufügt, 
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dessen statisches Moment gleich der algebraischen Summe deijenigen 
Einzehnomente ist, die sich in bekannter Weise [46} ans der Ver- 
schiebung der Einzelkräfte ergeben. Erriclitet man dann in O ein 
Achsenkreuz X, Y, Z, so ist 

2 y\ ~7] es möglich, jede in den Ur- 

^rung O verschobene Einzel- 
kraft in drei auf die Achsen- 
richtungen fallende Seitenkräfte 
zu zerlegen. Ebenso ist es 
möglich, jedes £^nzelinoment 
zurückzuführen auf drei Seiten- 
momente, von denen jedes 
um eine der drei Achsen 
dreht So ertiält man auf 
jeder der drei Achsen eine 
Summe von Seitenkräften und 
von Seitenmomenten, wobei 
diese wie die Kräfte ihrer 
Größe nach zweckmäfl^ durch 
eine entsprechende Achsenstrecke auszudrücken sind, die g^ichzeitig 
den Drehsinn des zugehörigen Paares angibt (47b). 

Wenn die drei Summen der Seitenkräfte mit X, Y, Z bezeichnet 
werden, so erhält tnan aus einem Parallopiped deren Mittelkraft R in 
der Größe: 

R = yX--\- Y' + Z'. (23) 

Bezeichnet man ebenmäßig <Ue drei Summen der Seitenmomente mit 
Z, Af, N", so folgt daraus die Größe K des gleichwertigen Momentes 




K^VZ' + M' + N'. (24) 

£)ie sechs Kraftgrößen der gefundenen gldchwertigcn Gruppe sind — 
unter Beachtung des unter 49 b Gesagten — aus den folgenden Gleichungen 
zu entnehmen: 

X=^Fcosa; Y^^Pcosß; Z=^Pca&y; (25} 

Z =^{Yz — Zy) dreht in der V^^Ebene um 0X\ 

M=^{Zx — Xz) - - - Zjr-Ebene - OY; (16' 

■^=^(-X>— >'*) - - - ^l'-Ebene - OZ. 
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je, y, z bedeaten die Koordinaten des Angriffspiinktes einer Einzel- 
kraft /• (Fig. 119); o, ß, y sind die Winkel, die P mit den drei 
Achsen X, X, Z einschließt Im Falle des Gleichgewichtes der ge- 
gebenen Kräft^Tuppe mUsseo die obigen sechs KraftgröDen, jede fUr 
sich, zu Null werden. Daraus ergeben sich die sechs Gleiehgewickts- 
beÜnguttgen ßir die Kräfte im Xaume. 

Für Kräfte in der Ebene verschwindet die Z-Achse mit den XZ- 
und KZ-Ebenen. Die drei Gleiehgewichtsbedingungen für die Ebene 
lauten demnach: 

A-=J^PcoBa = o, 

Y=2PcßBß = c\ [2^) 

N=2{Xy- Yx)=^^. 

Die Achsenstrecke des gleichwertigen Kräftepaaies K wird im all- 
gemeinen einen Winkel d mit der Richtung von R dnschlieOen. Er^bt 
sich der Winkel d zu 90°, so liegen R und K in einer gemeinsamen 
Ebene, woraus folgt, daß beide noch weiter, und zwar bis auf eine 
einxige gleichwertige Einzelkraft^ zurückgeführt werden können. 

Bei einer Verschiebung des Ursprungs O der Koordinaten ändert sich 
K wegen des infolge der Verschiebung nötig hinzuzufligenden Ausgleich- 
momentes. Es ist also möglich, O so zu verschieben, bis die Richttmg 
von K mit der Richtung von R zusammenfällt Es kann dann £>, ohne 
an der Wirkui^ der betrachteten Kräftegnppe etwas zu ändern, weiter 
in der Richtung von R verschoben werden, wobei das Kräftepaar K 
stets in einer Ebene senkrecht zu R drehend blribt Diese Richtung 
von R, um welche also der betrachtete Körper eine Schraubenbewegung 
auszuführen suchen würde (die sich aus einer fortschreitenden und 
einer Drehbewegung zusammensetzt), bezeichnet man a^ Zentralachse Act 
Kräftegruppe. 

b. Rückführung auf zwei windschiefe Kräfte (46d). Dies ist 
die ein&chste Form, in welche im allgemeinen jede gegebene Kräft^ruppe 
umgewandelt werden kann. Es soll zunächst gezeigt werden, wie man 
bei diesem Verfahren eine der gegebenen, im beliebigen Punkte m 
eines Körpers angreifenden Einzelkräfte P der Gruppe in zwei Seiten- 
kräfte zalegt, von denen die eine In einer beliebig zu stellenden Ebene 
E zu li^en kommt, während die andere durch einen außerhalb der 
Ebene E beliebig zu wählenden Punkt O verläuft, m' sei die Spm- 
(oder der Schnittpunkt) von /" in der Ebene E (Fig. 120). Durch die 
Gerade mm' und den Punkt O ist eine zweite Ebene K festgelegt, die im 
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allgcmemen von der Ebene geschnitten wird. Ein diucb die Geraden 
Ow' und On begrenzter Teil einer solchen Ebene JT, in welcher P 
liegt, ist in der Fig. lao dargestellt m'n ist ihre Spnr mit d«- 
Ebene E. 

Man verschiebe nun den Angriffspunkt m nach m', was [ohne dabei 
an der Wirkung der Kraft P zu ändern) zulässig ist und zerl^ F in 
zwei Seitenkräfte, von denen die «ne duidi O verläuft und die andere 
in die Spur m'ff fällt Die 
Zerlegung mit Hilfe eines 
Kraftelieiecks ist möglich, 
weil alle drei Kraftnch- 
tungen in der Ebene X 
liegen. Die Seitenkräfte 
sollen mit P, und Pf be- 
zeichnet werden, um durch 
die Zeiger t> und e die 
Lage der Kräfte mit an- 
zudeuten. 

Hat man sämthche 
Kräfte P auf die beschrie- 
bene Weise zerlegt, so hat 
man zwei Kräftegruppen 
erhalten, eine, welcher O 
als gemeinsamer Angriffs- 
punkt dient und eine an- 
dere, deren Einzelkräfte alle in der Ebene E liegen. Jede dieser beiden 
neuen Gnq>peo ist aber einer entsprechenden Mittelkraft gleichwertig 
und beide Mittdkräfte {X, und X,) sind im allgemeinen windschief zu- 
einander gerichtet. 

Es wäre vorerst noch zu untersochen, wie die beschriebene Zer- 
legung sich gestaltet, wenn eine oder mehrere der Kräfte P der Ebene 
E parallel sind. Im allgemeinen werden daim die beiden Ebenen £ und 
JT sich in einer zur Richtung von P parallelen Geraden schneiden, ob- 
wohl sie im besondem Falle auch zu einander parallel werden können. 
In jedem Falle ändert sich aber an dem Wesen der obigen Zerl^ung 
nichts. Im allgemeinen Falle braucht man P dann nur in zwei paiaMe 
Seitenkräfte zu zerlegen, von denen eine durch O gebt, wälumd die 
andere in die dann zu P parallele Spur m'n fällt. Im weiter erwähnten 
Sonderfalle fiele die Spur allerdings ins Unendliche, eine gleiche Zer- 
legung von P in Parallelkräfte wäre aber auch dann möglich (46b)- 
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Dabei erhielte man eine durch verlaufende Kraft gleich und gleich- 
gerichtet mit P und eine in die unendlich w«t entfernt liegende paral- 
lele Spur fallende unendlich kleine Kraft in der Ebene E. Man kann 
diese Zoiegung aber auch auffassen als eine Farallelverschiebung der 
Kraft P in den Punkt O unter HinzufUgong eines entsprechenden 
Kräftepaares, das von Axx Ebene Ä* in die Parallelebene versetzt 
worden ist 

Es ist sonüt nachgewiesen, wie eine gegebene Kräftegruppe auf eine 
gleichwertige Gruppe von zwei windschiefen Kräften jR, und P, zurück- 
geführt werden kann. In besondem Fällen kann eine der beiden wind- 
schiefen Kräfte ^«ch Null werden. Dann verbleibt eine gleichwertige 
EinzeiMraß als Mittelkraft der Gruppe, wie eine solche danach also 
sowohl för Kräfte in der Mbene, als auch für Raumkräfte, die einen ge- 
meinsamen Angriffspunkt haben, stets gefunden werden kann. SchlieOlich 
wird es auch Ausnahmefalle geben, in denen die beiden windschiefen 
Kräfte gleich groO, parallel und entgegengesetzt gerichtet ausfallen. 
Dann ist die gegebene Kräftegruppe auf ein gUichwertiges Kräftepaar 
zuriickgefUhrt. 

Der Punkt O und die Ebene E konnten im allgemeinen beliebig gelegt 
werden. Daraus folgt, daß es unendlich viele Paare von windschiefen 
Kräften gibt, die mit einer gegebenen Kräft^ruppe gleichwertig sind. 
Bei besUmmt gewählter Lage der Ebene E giebt es noch unendlich 
viele Lagen von O, abo auch unendlich viele Lagen der windsclüefen 
Kraft P, in der Ebene E. Schreibt man aber der Kraft R, in der 
Ebene E eine bestimmte Lage vor, so ist dadurch auch die Lage der 
zweiten windschiefen Kraft Po eindeutig bestimmt 

51. Zerlegung einer Einzelkraft nach vorgeschriebenen Rich- 
tungen. Wie man in der Ebene eine Einzelkraft nach zwei oder drei 
gegebenen Richtungen zerlegen kann, wurde (48 und 49) an einigen Bei- 
spielen gezeigt Es handelte sich dabei um die Bestimmung von Stützen- 
kräften, also von äutlem Kräften, obwohl das erläuterte Verfahren, unter 
Verwendung des Kraftdreiecks und des CuLHANN'schen Kraftvierecks, 
gleich zweckmäßig auch für die Ermittelung [von innem Kräften ange- 
wendet werden kann. Im Anschloß an jene Darlegungen soll hier zu- 
nächst die Zerlegung einer Einzelkraft nach zwei und drei im Räume 
gegebenen Richtungen besprochen werden. 

a. Zwei und drei gegebene Richtungen. Zwei windschief 
liegende Kräfte können nie einer Einzelkraft gleichwertig sein, also um- 
gekehrt auch nie aus der Zeriegur^ einer solchen entstehen. Die 
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Zei-legui^ einer Kraft nach zwei Richtungen ist stets nur in der Ebene 
mißlich. 

Drei windschiefe Kräfte können niemals untereinander im Gleiche 
gewicht sein, weil man in jedem Falle eine Gerade ziehen kann, die 
zwei der Kräfte schneidet. Für diese GttaÄK als Homentenachse ist aUet- 
dings das statische Moment jeder der beiden von ihr geschnittenen 
Kräfte gleich Nnll, niemals aber das statische Moment der verbleibenden 
dritten Kraft. Im Falle des Gleichgewichts maß aber die Summe der 
statischen Momente für jede beliebige Raumachse gleich Null sein. 

Ausnahmsweise kann eine Gruppe von drei windschiefen Kräften 
einer Einzelkraft ^eichwertig sein, umgekehrt kann diese also in drei 
windschief zu einander liegenden Richtungen zerlegt werden. Das ist 
leicht einzusehen: Man führt von den drei Kräften P,, /*, und P^ zwei 
beliebige (i. B. /*, und P,) auf eine gleichwertige Gruppe von zwei 
Kräften zurück, aber der Art, daO eine der dadurch eriialtenen neuen 
Kiaftrichtungen mit der Richtung von P^ zusammenfällt. Das ist immer 
auszuführen, wie der SchluOsatz tmter 50 besagt. Wenn nun ausnahms- 
weise die neue Kraft P^ oder P^ gleich groß, aber entgegengesetzt 
gerichtet wie Pj ausfMt, so hebt sie die Wirkung von P^ auf und als 
Eisatz für die urspriii^liche Gruppe von drei Kräften bleibt nur eine 
der Kräfte /", oder /", übrig. Diese ist der gegebenen Gruppe gleich- 
wertig. 

Für das Gebiet der Konstraktionen hat die Aufgabe der Zerlegung 
einer Einzelkraft nach drei windschiefen Kraftrichtungen wenig Bedeutung. 
V<m grundUgender Bedeutung ist dagegen das Verfahren der Zerlegung 
einer Einteikraft in ihrem Angriffspunkte nach drei im Räume vorge- 
schriebenen Richtungen^ weil es für die Ermittelung der in den Knoten 
eines Raumfach werks, einschlieOlich der Stiltzenknoten, wirkenden Stab- 
kräfte als unentbehrlich bezeichnet weiden üarL Nachstehend soll daher 
an einem Beispiel ausführlich erläutert werden, wie man obige Zer- 
legui^saufgabe mit Hilfe des Qjluann' sehen Kraftvierecks graphisch löst. 

b. Graphische Zerlegung nach drei Richtungen. 

I. Als erstes Beispiel ist ein festes Siütsengelenk (19) gewählt, dessen 
Stutzpunkt m von drei beliebig gerichteten Stäben i, 3, 3 getragen und 
durch eine beliebig gerichtete Stützenkraft K belastet wird (Fig. i3i}. 
Wenn man will, kann man sich an SteUe des Knotens m anch einen 
beliebigen Knoten eines Raum&chweiks darstellen. Soll die Kraft K der 
Gruppe der Stabkräfte i — 3 gleichwertig sein, so muQ diese eine Mittel- 
kraft besitzen, die gleich groO und ^eich gerichtet mit K ist. Man be- 
stimmt daher die Stabkräfte am einfachsten aus dem Gleichgewicht der 
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vier Kräfte. Man Inuucht tUim schließlich nur noch die erhaltenen 
Richttmgssinne der drei Stabkräfte umzukehren, wodurch deren Gleich- 
wertigkeit mit der Einzelkraft er zielt wird. 

Jede Gruppe dieser Kräfte hat eine Mittelkraft, die in der Ebene 
dieser Kräfte liegt mid die (im Falle des Gleid^ewichtes) gleich grofl, ' 




aber entgegengesetzt gerichtet sein muD wie die Mittelkraft der andern 
Gruppe. Das kann nur möglich sein, wenn die Mittelkraft jeder der 
baden Gruppen in die DurchschrütUkanie beider zugehörigen Kraftebenen 
fallt. Das ist die grundlegende Bedingung, auf welche ^ch biei der 
CuLMAMN'sche Satz stützt. Die vier Kräfte können beliebig unter- 
einander zu Gruppen von zwei Kräften verbunden werden, z. B. 



lo8 Zweiter Abtchnitt. Anfiere KiXfie. 

K, 1 mit a, 3 

K,2 - 1, 3 

Ä-, 3 - I, a. 

In der Fig. i3i sind die Stabkräfte zweimal bestimmt worden, ein- 
mal für das Paar K und i, ein zweites Mal für K und 3. 




■ Fij. laa. 

Die vier Kraftrichtungen sind im Aufriß des Gelenks soweit veriängert, 
bis ^e eine GnmdriQebene G in A, B, C and D spuren. Im Grund- 
riß des Gelenkes sind diese Spuren mit A, ff, C und D' bezeichnet 

Die Mittelkraft des Paares K und 3 sei Jiy Sie liegt in der Ebene, 
deren Spur im Grundriü durch die Projektionen ffm' und Z»"»»' ge- 
geben ist. Ebenso liegt die Mittelkraft der Stabkräfte i und 1 in einer 
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Ebene, d«ren Spur ans den Projektionen Am' trnd Cm' gefimden wird. 
Die beiden Spuren sind die Geraden Ati und S'a', die sich in n' 
schneideiL n ist die Projektion von n' im Aufriß, also liegen die Ge- 
raden mn im Aufriß und m'ti im GrundriD der Mittelkraft R, fest. 




Flg. 133. 



Hg. ia4- 



Damit ist auch dos räumliche Kräfteviereck der Kräfte K-, 3, i und a 
bestimmt. In der Fig. 122 ist es in seinen beiden Projektionen ge- 
zeichnet, nach dem nämlichen Vei&hren, das bereits (unter 49] aus- 
führlich dargelegt worden ist und das danach als bekannt vorausgesetzt 
werden darf. 
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Nach gleichem Verfahren wurde in der Fig. 12z das Kraftviereck 
(üi die Paare JC, 2 und i, 3 in beiden Projektionen gezeichnet. Da 
jedes Kraftviereck, sowohl im GnindriO als auch im An&iß, selbständig 
und unter Benutzung der betreffenden Parallelen und der g^^benen 
Strecke der Kraft K gezeichnet wird, so scUieOt das Ver&hren insofern 
eine Prüfung auf die Richtigkeit der Zeichnnng in sich, als die be- 
treffenden Projektionsstrahlen gleichmäOig dorch alle Ecken der beiden 
zusammengehörigen Kraftecke verlaufen müssen. 

Zu bemerken bleibt schließlich noch, daß die Pfeile der drei Stab- 
kiäftc in den Kraftvierecken umzukehren sind, falls K nicht gleichwertig, 
sondern im Gleichgewicht mit der Gmppe sein soll. 

t. Das tweite Beispiel zagt einen Teil eines einfachen Gratiacbwerks 
zur Oberdeckung eines rechteckigen Grandrisses. Zweckmäßig ist der 
Grundriß so zu drehen, daß die Au&isse der Sparrenstäbe 1 — 3 und 
I — 3, sowie auch 6 — 4 und 6 — 5 sich völlig decken. Das fUr eine 
Belastung des Gratknotens i durch eine lotrechte Kraft P und eine wag- 
redite Kraft W gezeichnete Au&iO- und Grundrißbild des Kräfteplanes 
ist (Fig. 133 und 124) nach vorigem an sich verständlich. 

5a. Rechnerische Zerlegung nach drei Richtungea. i. Irgend 
ein Knoten m eines Raumfachwerks [Fig. 123) sei durch eine lotrechte 
Kraft V und eine wagerechte Kraft W belastet. Gesucht werden die 
Spannkräfte S^, S^, S^ der drei von m ansehenden Stäbe mn, tno, mf. 
Die Au%abe kann durch eine Zerl^nng gelöst werden. Sobald die da- 
durch ermittelten Seitenkräfte £„ S„ S^ der Knotenlasten f und IV 
gefunden sind, braucht man nur deren Pfeilrichtungen umzukehren, um 
die mit V und IV im Gleichgewicht stehenden Stabkräfte zu erbalten. 

Die wirklichen Stablängen s,, s,, Sj haben im Grundriß die Längen 
^i> 'a! ^31 '"^ Aufriß die Längen ;^, s",, s"^. Da nun tue Projeklitm 
einer Kraß gleich der Kraft der Projektion ist, so folgt für jeden der 
drei Stäbe 

S S" S 

s'=Y = 7- <'«J 

Man zerlege jetzt im Au/riß jede der drei Kräfte V, W" und S", 
in zwei Seitenkräfte , von denen die eine in die Richtung von S"^ und 
Sl fällt und die andere lotrecht Steht. Dann findet im Au&iß zwischen 
den erstgenannten Seitenkräften und den in die Richtung m'o" fallenden 
Kräften S", und 5", Gleichgewicht statt Ebenso besteht Gleichgewicht 
zwischen den genannten lotrechten Seitenkräften und daraus erhält man 
die Gleichgewichtsbedingung: 
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wenn der angehängte Zeiger v eine lotrechte Seitenkraft bezeichnet. 

Gebt man darauf zum Grundriß über und zerlegt hier die Kräfte 
5^, S'^ und IV einerseits nach der Richtung von S'^ ^ m'j>' und 
anderseits nach der Richtimg m'm", so erhält man aus dem Gleich- 
gewicht der in die letztgenannte Richtung fallenden Seitenkrafte die 
Gleichung: 

s;, — JVp — S:^ = o. 

Darin kennzeichnet der angehängte Zeiger / die zugehörige Seiteakraft 
der Richtui^ n^m". 

Schließlich zerlege man im Grundriß noch die drei Kräfte S[, S'^ 
imd JV nach den beiden Richtungen von 5^ = mV und von m'm", so 
erhält man für die Richtung m'a': 



5i, 



- IT, - 



Wie durch die graphische Zerl^;ung in der Fig. 115 eiläutert wird, 
lassen sich die in vorstehenden drei Gleichungen enthaltenen Seitenkrä^ 
geometrisch (und unter Anwendung der Gleichung a8j wie folgt aus- 
drücken: 



w 



S, -v 



Sl, = Si 

si, — s; 
s„ = s; 



I 5, ■ c 
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Setzt man diese Werte in die drei Gleicbgewichts-Bedingungen ein, so 
erhält man: 

S, V W-h 



("9) 



S^ _ IV- d. 



Für W parallel zn m'm" wird 10=00. In diesem Sonderfalle ver- 
schwinden in den Gleichungen (29) die Glieder mit JV. 

Bei ungünstigen Schnittwinkeln zwischen den Richtangen von IV 
und m'm" zerlege man IV in zwei passende Seitenkräfte, zu denen 
bequem meßbare Strecken w gehören. 

2. Die drei Stabkräfte S„ S,, S^ können in mehrfacher Weise auch 
aus MomentenglHchungen t>ercchnet werden. Dazu braucht man nur 
die Schnittpunkte A, £f, C der Stabrichtungen mit einer passenden 
Grundrißebene zu bestimmen (Fig. 121] und dann fUr irgend eine Stab- 
kraft die Summe der statischen Momente in Beziehung auf eine durch 
die Punkte der andern beiden Stäbe verlaufenden Achse anzuschreiben 
und gleich Null zu setzen. Dadurch erhält man eine analytische Be- 
ziehung zwischen der Stabkraft und den Knotenlasten V und W. 

Weitere Ausführungen der Momentenmethode vgl. weiterhin (unter 72). 

53. Übertragung: einer Betastung im Räume durch sechs 
Stützenstäbe. 

a. Bestimmung der Stützenkräfte. Die nachfolgenden Bemer- 
kungen bilden eine Ergänzung der (anter 18 c) bereits erörterten Frage 
der starren Stützung ifines Körpers auf das Erdreich. In den früheren 
Betrachtungen wurde nur fes^estellt, daß die Zahl der Stützenstäbe 
mindestens sechs betragen müsse. Dabei wurde aber über die zur Ver- 
meidung von Aumaimt/ällen (28 und 34) von den Stützenstabrichtui^n 
notwendig zu erfüllenden Bedingungen im allgemeinen nichts näheres 
gesagt. 

Der auf das Erdreich gestützte im Gleichgewicht befindliche Körper 
unterli^ den Wirkungen von zwei verschiedenen Kräftegruppen, die 
eine ist die Gruppe der Belastungen, die andere die Gruppe der wider- 
stehenden Stützenkräfte. Beide Gruppen lassen sich im allgemeinen auf 
je ein Paar von windschief liegenden Einzelkräften zuriickführen. Diese 

Mchrtcni, Suiik dcT BgukoDitnilitioneD. I. 8 
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viel TLDdschiefen Kräfte stehen mit^Daiider im Gleichgewicht, d. h. 
weim man die Pfeikichtungen der Kräfte eines Paares umkehrt, «nd 
beide Paare einander gleichwertig. Um also die unbekannten Stlttzen- 
kräfte aus den gegebenen Lasten berechnen zu können, hat man im 
allgemeinen eine doppelte Zerlegui^saufgabe duiduufUhren. Man hat 
zweimal eint Einselkra/t — d. h. jedesmal eine der beiden windschiefen 
Kräfte, die zusammen der Belastung gleichwertig sind — nach sechs 
vorgeschriebenen Stützenrichtungen zu zerlegen. 

Daß beim Vorhandensein von weniger oder mehr als sechs Stützen- 
stäben eine eindeutige derartige Zerlegung nicht mJ^Uch ist, geht aus 
der Zahl und Beschaffenheit der Gleichgewichts-Bedingungen, wie sie 
unter 50 a aufgestellt worden sind, hervor. Dies wird noch etwas näher 



Die unbekannten Stabkräfte in den bekannten sechs Lagen seien 
S,, S, . . . S^. Die Lage jeder Stabkraftrichtong sei gegen ein Achsen- 
kreuz X, Y, Z durch die Winkel (f, %, tp festliegt, desgleichen die 
Richtung der g^ebenen Einzelkraft P durch die Winkel a, ß, y. 
Den Ursprung O des Achsenkreuzes verlegt man zweckmäOig in die 
Richtung von F. Die Zerlegung von P nach den drei Achsen gibt drei 
Seitenkräfte X, Y, Z 



Z = Pcosy. 

Die statischen Momente von P in Beziehung auf alle drei Achsen sind 

Null. Die sechs Seitenkräfte der Stabgruppe müssen den Seitenkräften 
von P gleichwertig sein. Daraus ergibt sich zuerst; 



^5 


cos 


qo = /* cos Ot 


2s 


CO. 


X=Pcosß 


2s 


cos 


rp = Pcosy 



(30) 



Bei der Farallelverschiebung einer Stabkraft S in den Ursprung 
erhält man jedesmal ein Ausgleicbmomcnt, das ebenfalls nach den drei 
Koordinaten-Ebenen zu zerlegen ist. Sind non x, y, s die bekannten 
Koordinaten eines Angriffspunktes von S bezogen auf den Ursprung O, 
so erhält man schlieDlich die letzten Gleichgewichts-Bedingungen mit 
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^ S{t cos z — y cos 1^) = o 

^S[xcasxp — scos(p)=c (30a) 

^ S(y cos y — ;5c cos x) = o • 

In den obigeD 6 Gleicbimgen ersten Grades kommen nur die 6 Unbe- 
bekannten S,, 5, bis 5^ vor. Die Lösung ist daher im allgemeinen 
eindeutig. 

b. Ausnahmefälle. Wie bereits (unter 28] näher erläutert worden 
ist, treten Ausnahmefälle ein, wenn die im vorliegenden Falle bei der 
Auflösung der 6 Gleichungen zu bildende sechsreihige Determinante 
zu Null wird. Diese Ausnahmefalle sind gleichbedeutend mit einer un- 
endlich kleinen Beweglichkeit der Kräftegruppe (341. 

Über die Kennzeichen der unendlich kleinen Beweglichkeit wird 
weiterhin noch ausführlicher gebrochen werden. An dieser Stelle genügt 
es, nur diejenigen Ausnahmefälle hervorzuheben, die bei der Anordnung 
von sechs StUtzenstäben vermieden werden müssen. Das sind haupt- 
sächlich die Fälle, in denen mehr als drei der gegebenen Richtungen sich 
entweder in einem Funkle [eingeschlossen einen unendlich fernen Punkt) 
schneiden oder in denen sie in einer gemeinsamen Ebene liegen. Denn in 
diesen Fällen läßt sich immer eine Gerade finden, die alle sechs Richtungen 
schneidet. Bezogen auf die Gerade, ergäbe sich dann das Moment aller 
6 Subkräfte S gleich Null Dagegen wäre aber das Moment der 
Einzelkraft R, bezogen auf die nämliche Gerade, verschieden von Null. 
Sonach bestünde kein Gleichgewicht zwischen P und den Subkräften, 
also wäre es auch nicht möglich, P in eine gleichwertige Gruppe jener 
Stabkräfte zu zerl^en. 

Auf welche Weise es möglich ist, ein auf 6 Stäben gestütztes ge- 
schlossenes Raumfachwerk durch entsprechende Beseitigung von Stäben 
und deren Ersatz durch die gleiche Zahl von Stützenstäben in ein Raum- 
fachwerk zu verwandeln, das auf mehr als 6 Stäben statisch bestimmt 
gestützt ist, wurde bereits unter 33 gezeigt. 



§ 8. Mittelkräfte beliebig gerichteter Einzellasten. 

54. GrSite und Richtung einer Mittelkraft. 

a. Das Krafteck. Eine Eimelkraft, die einer Kräftegruppe gleich- 
wertig ist, bezeichnet man als Mittelkraft. Für die Gruppen von zwei 
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und drei Kräften fanden wir sie, ihrer Größe und Richtung nach, aus 
dem Kraftdreieck und Kxaftviovck (48 und 49}. Es ist weiter leicht 
einzusehen, wie man für eine in der Ebene oder im Räume gegebene 
Kräftegmppe die Mittel- 
kraft findet, wenn alle 
Kräfte änm gemeinsamen 
Angriffspunkt haben. In 
der Fig. 126 ist Aas ver- 
anschaulicht Die Kraft- 
linien a, 6, £, ä und t 
stellen in der Ebene 
oder im Räume die Mit- 
telkraft je eines Kraft- 
dreiecks dar. a ist die 
Mittelkraft der Kräfte 
I und 2, die ihrer ge- 
gebenen Größe und 
Richtung nach derart 
aneinandergereiht sind, 
daO der Richtungssinn 
des Kräftezuges der 
gleiche ist. a ist gleichwertig mit 1 und 2 und wird mit der dem 
Kräftezuge angeschlossenen Kraft 3 eine Mittelkraft b bilden, die zu- 
gleich die Mittelkraft der im Kräftezt^e i, a, 3 enthaltenen Einzel- 
kräfte vorstellt. Und so fort ist eine der gegebenen Kräfte noch der 
andern dem Kräftezuge angereiht, bis schließlich im letzten Kraft- 
drei^ck die letzte Kraft 7 mit der Mittelkraft t der Kräfte i bis 6 zu 
einer Mittelkraft S zusanmiengesetzt ist. R ist die gesuchte Miltelkrqft 
der Kräftegruppe i bis 7. 

Läßt man die der bessern Anschauung wegen in der Fig. 126 ange- 
gebenen Kraftlinien a bis e fort, so verbleibt nur der Kxäftezug i bis 7 und 
dessen Mittelkraft R. Diese schließt den Kräftezug tu einem Krafteck 
{Kraftpolygon) und ihr Richtungssinn ist entgegengesetzt dem Sinne des 
Kräftezuges. Da nach dem Grundgesetz der Mechanik Über die gegen- 
seitige Unabhängigkeit verschiedener Bewegungen es gleichgültig ist, in 
welcher Reihenfolge man jede Kraft der betrachteten Gruppe wlAen 
läßt, so kann man in obigem Kräftezuge die Einzelkräfte in beliebiger 
Folge aneinanderreihen (Fig. 127J. Daraus folgt: 

Das Krafteck ist ein Ziniensug, in -welchem alle Kräfte in beliebiger 
Reihenfelge, jedoch in gleichem Sinne, aneinandergereiht sind. Das 
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Krafteck im Räume fällt windschief ans und ist deshalb in geeigneten 
Projektionen darzustellen. 



in einem gemeinsamen Punkte an- 
SchlußlinU des Kraftecks. Die 



Die Mittelkraft beliebig vieler, 
greifenden Kräfte ist gleich der 
Mittelkraftriehtung ist entgegen- 
gesetst dem Sinne des Kräftezuges 
(Fig. 127). 

b. Das geschlossene Kraft- 
eck. Sind Kräfte untereinander 
im Gleichgewicht, so vollführen 
sie keinerlei Verschiebtmg ihres 
gemeinsamen Angriffspunktes. Also 
muß ihre Mittelkraft gleich Null 
sein, das heiOt mit andern Worten, 
das zt^hörige Kiafteck schließt 
äch, weil die Strecke von R 
darin verschwindet. Daraus er- 
geben sich folgende Sätze: 

Im Gleichgewicht befindliche 
Kräfte lassen sich tu einem ge- 
schlossenen Krafteck suiammen- 
selsen. 

Kommen in einem Kräftezuge 
Pfeile vor, die entgegengesetzt ge- 
richtet sind, so ist das zugehörige 
Krafteck nicht geschlossen. In diesem 

Falle sind die Kräfte nicht im Gleichgewicht, sie haben eine Mittel- 
kraft, die von Null verschieden ist. 

Kehrt man in einem geschlossenen Krafteck irgend eine Kraß ihrem 
Richtungssinne nach um, so stellt sie die Mittelkraft aller andern Kräfte 
dar. Mit anderen Worten: Bei in Gleichgewicht befindlichen Kräften, 
die einen gemeinsamen Angriffspunkt haben, ist jede Kraft bei mnge- 
kehrter Pfeilrichtung der übrigen Gruppe gleichwertig. 

55. Lage der Mittelkraft einer ebenen Kräftegruppe. Für 
Kräfte, die nicht in einem gemeinsamen Punkte angreifen, bestimmt man 
Größe und Richtung der Mittelkraft wie vorher gezeigt aus dem Krafteck. 
Die Lage der Mittelkraft ist dann analytisch aus der Summe der stati- 
schen Momente zu berechnen (49 b) oder gi:4>hisch mit Hilfe eines 
Säkcks zu finden. 
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a. Das Seileck. Das hier anzuwendende Verfehlen ist von grund- 
legender Bedeutung und soll daher zunächst allgemein dargelegt werden. 
Nachdem man Größe und Richtung der Mittelkraft aus dem Krafteck 
gefanden hat, denke man sich die g^ebene Kräftegruppc durch iwei, 

der Mittelkraft R 
das Gleichgewicht 
haltende Einzel- 
kräfte .^ und ^ 
ergänzt. Es stehen 
dann die Kräfte A 
mid B auch mit 

der gegebenen 
Kräftegnippe im 
Gleichgewicht Da 
es unendlich viele 
Seitenkräfte von A 
und B gibt, die 
aus Kräftedreiecken gefunden werden, so wird es in der Ebene auch 
unendlich viele Lagen von A und B geben, die obige Bedingungen er- 
füllen. Es genügt aber, eine einzige dieser Lagen zu kennen, mn daraus 
die I>age von R zu finden. Denn die Richtung von R muD durch den 
Schnittpunkt von A und B verlaufen. 

Die Lage von A und B findet man in einem sog. Seikck oder 
Seilpolygon , das 
man sich am ein- 
fachsten wohl als 
ein aus geraden 
starren Stäben mit 
Hilfe von reibungs- 
losen Gelenken(1 5] 
gebildetes Vieleck 
vorstellt, in dessen 
Ecken die Einzel- 
kräfte der gegebe- 
nen Gruppe an- 
greifen und dessen 
beide Endstäbe so gestutzt sind, daß der vieleckige Stabzng unter 
seiner Kräftebelastung im Gleichgewicht steht Die Fig. izS und 139 
zeigen zwei solcher Seilecke. In dem einen hängt der Stabzi^ in den- 
festen Punkten A und B und der andere Stabzug veranschaulicht ein 
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an&echt stehendes Seileck, das von unten in den Punkten Ä imd B 



Als Hil&mittel fUr die Lösung der vorliegenden Aufgabe sind (nach 
obigem) nur die GleichgemichUlagett der Seilecke zu gebrauchen. Gleich- 
gewicht der Kräfte am Seileck wird aber stattfinden, wenn an jedem 
Knoten des Stabzages Gleichgewicht herrscht zwischen der dort an- 
greifenden Last und den angrenzenden beiden Stabkräften (inneren 
Kräften). Aus dieser Bedingung findet man die Gleichgewichtslage eines 
beliebigen Seilecks mit Hilfe des zugehörigen geschlossenen Kraftecks. 
Wie dies im einzelnen ausgeführt wird, soll an einem Beispiel gezeigt 
werden. 

b. Zeichnen des Seilecks. Gegeben Größe imdLage der Kräfte 
I bis 4 (Fig. 130). Gesucht Größe und Lage der Mittelkraft R. 
Größe und Richtung von R sind im Krafteck gefimden worden. Die 
Richtungen der beiden Kräfte A und B, die das Gleichgewicht der 




Fig. 130. 



Gruppe I bis 4 herbeiführen, sind beliebig gewählt, sie schndden sich 
in O, dem Pol des Setlecks. Der Pol kann also eine beliebige Lage 
haben. Zieht man jetzt die Polstrahlen C, £> und E nach den Ecken 
des Kraftecks, so erhält man dadurch soviel Kraftdreiecke, als Kräfte 
der gegebenen Gruppe vorhanden sind. Der Polstrahl C stellt die 
Mittelkraft von B und 1 vor. Zieht man zu ihm eine Parallele diux:h 
den Knoten i, worin sich die Kraft 2 und die in beliebiger Lage an- 
genommene, dem Polstrahl B parallel gerichtete Kraft S schneiden, so 
ist damit die Richtung der Seileckseite 1 — 3 festgelegt Sie schneidet 
die Kraft 3 im Knoten 2. Die Mittelkraft aus D und 3 im Krafteck 
ist ebenfalls gleich C. Zwischen den Knoten i und 3 wirken also zwei 
^ch große aber entgegengesetzt gerichtete Elräfte C, die sich aufheben. 



I20 Zw«it«T Abschnitt. AnBere KrKfte. 

In gleichet Weise (äbit man fort, iodem man zwischen den betieifendeD 
Kraftrichtungen a und 3, sowie 3 und 4 vom Knoten 2 aus die Paral- 
lelen zu den Polstrahlen Z> und £ zieht Dadurch erliält man die 
Knoten 3 und 4 des Seilecks, und die in 4 gezogene Parallele zum Pol- 
strabl A gibt die Richtung der letzten Seileckseite, deren Stabkraft gldch 
A ist Mit der Verlängerung der beiden äuOem Seileckseiten, die sich 
im Punkte n schneiden, ist die Aufgabe gelöst, denn durch den Punkt « 
verläuft nach obigem die Richtung von Jf. DaQ sämtliche Stabkräfte 
A, B, C, D und E mit den äußern Kräften i, 3, 3, 4 im Gleich- 
gewicht sind, eilcennt man nachträglich auch noch ans den Pfeilrich- 
tnngeii des Kraftecks. Wenn man nämlich den Kräftezug von an- 
fängt und die doppelten Pfeile in C, i7 und E beachtet, so kann man 
das ganze Kraftgebilde durchfahren, bis man Über die Kraft 4 und A 
in O wieder anlangt Das Krafteck ist ein geschlossenes. 

Aus den obigen Darlegungen geht ohne weiteres hervor, wie mit 
Hilfe eines Seilecks auch die Lage der Mittelkraft aller zwischen zwei 
belieben Seiten eines Seilecks angreifenden Kräfte gefimden werden 
kann. Die Ergebnisse der bisherigen Erörterungen sind in nachfolgen- 
den beiden Sätzen zusammengefaßt: 

Die Mittelkraft einer beliebig belegenen Kräftegruppe in der Ebene 
verläuft durch den Schnittpunkt der äußern Seileckseifen oder ihrer Ver- 



Die Mtttelkraft aller zwischen swei beliebigen Seileckseiten Hegenden 
Kräfte geht durch den Schnittpunkt dieser Seiten oder ihrer Verlänge- 
rungen. 

56. Das geschlossene Seileck. 

a. Graphische Gleichgewichts-Bedingungen. Wenn man nadi 
vorigem zwischen beliebigen Kraftrichtungen ein Seileck gezeichnet und 
die Lage der Mittelkraft R gefunden hat, so kann man dn geschlossenes 
Seileck erhalten, wenn man die beiden äußern Seileckseiten im Schnitt- 
punkte M verbindet tmd wenn man, um das Gleichgewicht dabei nicht 
zu stören, die Richtung der Mittelkraft umkehrt. Man e±ält dann fUr 
eine beliebige Kräftegmppe sowohl ein geschlossenes Krafteck als auch 
ein geschlossenes Seileck (Fig. 131 und 13a). 

Danach kann man die graphischen Gleichgewiehts-Bedingungen für 
Kräfte der Ebene wie folgt fassen: 

I. Die Kräfte müssen sich zu einem geschlossenen Kraßeck susammen- 
setsen lassen. Dann ist jede Kraft gleich der entgegengesetzt gerichteten 
Mittelkraft aller andern. 
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3. Zwischen dm Kraftricktungen muß ein geschlossenes Seileck zu 
seiehnen sein. Dann Mt jede Kraft am Seileck mit der Mittelkraft 
aller andern in eine gerade Linie. 

Wenn beide Bedingungen erfüllt und, besteht Gleichgewicht. Wird 
nur die erste erfüllt, die zweite aber nicht, so verbleibt ein Kräftepaar. 
Bei einem Kiäftepaar schlieüt sich wohl das Kiafteck, weil ^ ^ o ist, 




Rg. 131. 



Fig. 13», 



aber das Seileck kann sich nicht schließen, weil — wie die F^. 133 
veranschanUcht — die äußern Seileckseiten parallel zueinander laufen, 
sich also erst in der Unendlichkeit schneiden. Auch hieraus erhellt, 
wie ein Kräftepaar als einer unendlich fernen und unendlich kleinen 
Einzelkraft gleichwertig angesehen werden darf (47). 

b. Die Schlußlinie des Seilccks. Durch das Zeichnen eines 
geschlossenen Seilecks kann man die Stüiseniräfte einfacher belasteter 
Scheiben immer bestimmen, wenn die Stützpunkte und die Richtung 
einer der beiden Stützcnkräfte g^eben smd. Das ist leicht einzusehen, 
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wenn man das in Fig. 134 zwischen den Richtnngen der Kräftegnippen 
I bis 4 und A, B gelegte geschlossene Seileck betrachtet. Das Snleck 





ist mit Hilfe eines beliebig angenommenen Poles O derart zwischen die 
Krafhichtungen gezeichnet, daß seine an die Kraft i stoßende äußere 




Säte duich den gegebenen Ai^iiffgpankt a detjen^en Kraft verläuft, 
deren Richtung und Größe mcht bekannt sind. Die letzte Seileckseite 
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schneidet dabei die gegebene Richtimg der zveiten unbekannten Kraft 
^ in ^, wohin man sich diese Kraft, ohne das Gleichgewicht zu stören, 
in ihrer Richtung verschoben denken darf {4€j. Sobald das Seileck jetzt 
durch Einziehen der Schlußlime ab geschlossen worden ist, findet man 
die Größen A und B ans dem Gleichgewicht in den Seileckknoten a 
und b. Der zur SchluÜlinie parallele Polstrahl Off schneidet nämlich 
auf der im Krafteck angetragenen g^ebenen Richtung von B die 
Strecke C^D dieser Stützenkraft ab. Zieht man also noch die Gerade 
ffC, so wird dadurch auch das Krafteck geschlossen. Somit hat man 
in der Strecke (T'C die gesuchte Richtung und GröOe auch von A ge- 
fondeo. 

Eine Nachprüfung der gefundenen Werte ftihrt man am einfachsten 
dadurch aus, daß man die Lage der Mittelkraft £ der Kräfte i bis 4 
bestimmt Das ist in Fig. 134 geschehen. Auf der Richtung von R 
müssen dch die Richtungen der nüt R im Gleichgewicht stehenden 
Stützenkräfte A und B in einem Punkte £ schneiden. 

Zwei Beispiele werden das Gesagte noch näher erläutern. 

I. Beispiel Eine Tragscheibe, die in a durch ein festes Gelenk 
und in b durch eine Pendelwalze gestützt ist (20b], erfährt in beliebigen 




Fig. 135- 



Oberflächenpnnkten die Wirkung eines Kräftepaares K, dessen Kraft- 
richttmgen lotrechte sind. Größe und Richtung der Stützenkräfte A 
und B sind zu bestimmen. 

In diesem Falle sind beide StUtzenkraftrichtungen lotrecht. Zwischen 
den Kraftiiditungen ist mit dem beliebigen Pol O des Kraftecks ein 
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Seileck gelegt, dessen äußere Seiten in den Punkten d und *', die lot- 
recht anter den Stützptinkten liegen, die Stützenkräfte schneiden, a'b' 
ist die Schlußlinie. Parallel zur db' wurde im Kraßeck ein Polstrahl 
Dadurch erhält man zwei Kraftecke für das Gleicl^;ewicht 
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der Seileckkräfte in d und 
b' , die sich voneinander 
nur durch verschiedenen 
Richtungssinn des Kräfte- 
zuges unterscheiden. Daraus 
ergeben sich die Größen 
von A und B. 

Einfacher hätte man in 
vorliegender Aufgabe die 
Stützenkräfte andytisch be- 
stimmt. Denn das belastende T\%. 137. 
Kräftepaar Ä'kann nui durch 

ein anderes Ktäftepaar aufgehoben werden, das entgegengesetzt dreht 
und gleiches Moment ausübt wie jenes. Ist a die Breite des Paares K 
und / die wagerecht gemessene Stützweite, so ergibt sich danach 
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2. Beispiel. Eine belastete Sctieibe ist in a durch ein festes Ge- 
lenk und in i durch einen Stutzenstab mit der &dscheibe verbunden 
(Flg. 136). Die Stützenkräfte A und B sind zu ermitteln. Das 
Seileck zur Bestimmung der Lage der Mittelkraft Ji ist mit be- 
liebigem Fol O gezeichnet und mit seiner ersten, an die Kraft i 
stoDenden Seite durch das Gelenk a gelegt Die letzte Seite des Seil- 
ecks, die an die Kraft 3 stößt, schneidet die gegebene Richtung der 
Stützenstabkraft B im Punkte c. Macht man nun das Seileck durch 
Einziehen der SchluÜlinie ac geschlossen, so muß auch das Krafteck 
(Fig. 137) sich schließen, wenn darin die Kräfte A und B noch auf- 
genommen werden. Die Richtung von B kann durch eine Parallele 
zur ic eingetragen werden, ebenso die Richtung der Schlußlinie des 
Seilecks durch die dazu gezogene Parallele OO'. Damit ist ß be- 
stimmt. Die den Kräftezug Jt — B zu einem Kräftedreieck schließende 
Gerade stellt dann nach Größe und Richtung die Stützenkraft A dar. 

Bei der Nachprüfung hat man zuerst die Lage von R aufzusuchen, 
sie verläuft durch den Schnittpunkt n der äußern, zu den betreffen- 
den Polstrahlen parallelen Seileckseiten und die Richtung von R trifit 
diejenige von S im Punkte d. Die aus dem Krafteck übertragene 
Richtung von A muß also auch durch d verlaufen. 

57. Polverschiebungen der Seilecke. 

a. Die Polarachse. Wie (unter 55) angegeben, kssen sich zwischen 
den Richtungen gegebener Kräfte, und für einen bestimmten Pol O, un- 
endlich viele Seilecke zeichnen. Verschiebt man den ursprünj^ch an- 
genommenen Pol nach O' und zeichnet mit dem neuen Pol (^ ein 
zweites Seileck zwischen den nändichen Kraftrichtungen, so schntidtn 
sich die swischm den gleichen Kräften liegenden Seiten der beiden Seilecke 
in einer einzigen Geraden, der sog. Polarachse, die parallel der Pol- 
verschiebungsgeraden OCf ist. 

Der Beweis flir diesen Satz läßt sich wie folgt führen: Die Kräfte 
1 bis 3, die in den Knoten 1 bis 3 und 1' bis 3' ai^^eifen (Fig, 138) 
stehen, jede Kraft fiir sich, mit den in ihrem Knoten anstoßenden 
Seileckspannkräften im Gleichgewicht. Die Kraft 3 zum Beispiel bildet 
sowohl mit den Seileckkräften A und C, als auch mit den Kräften A 
nnd C" ein geschlossenes Kraftdreieck. Daraus folgt, daß auch die 
vier Kräfte A, Ä und C, C miteinander Gleichgewicht halten. Das 
sind zwei Paare von Kräften, die nach Culmann's Satz (49a) nur im 
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Gluchgewicht stehen, wenn die Mittelkraft eines jeden Paares gleiche 
Lage aber entgegengesetzte RJchtimg hat. Die Mittelkraft aus A und A' 
verläuft durch den Schnittpunkt der zngehörigen Seüeckseiten, ebenso 
die Mittelkraft aus C und C. Die Richtung der beiden Mittelkräfte 
fallt, wie aus den betreffenden Kraftecken in Fig. 138 zu sehen, parallel 




Rg. 138. 

zur Geraden der Folverschiebung Off. Damit ist bewiesen, daU die 
zusammengebörigen mit verschiedenen Polen und ff gezeichneten 
Seileckseiten sich alle auf der zur Geraden der Polverschiebung paral- 
lelen Polaracbse schneiden. Denn was für die Seiten A, C und 
A'y C nachgewiesen ist, gilt sinngemäß auch für alle übrigen Seileck- 
seiten. 

b. Seilecke durch gegebene Punkte zu legen. Für eine ge- 
gebene Kräftegnippe kann man durch ncn gegebene Punkte immer 
noch unendlich viele Seilecke zeichnen. Man legt zuerst mit beliebigem 
Pol O ein Seileck durch den ersten Punkt a. Dann kann man durch 
a unendlich viele Polarachsen legen und fUr jede dieser Achsen gibt es 
einen neuen Pol 0', mit dessen Hilfe das verlangte Seileck zu zeichnen 
ist Wäre in F^. 138 z. B. a der eine der vorgeschriebenen Durchgangs- 
punkte gewesen, tmd hätte man eine der äuDem Seileckseiten durch a 
gelegt, so mtiOte auch die Polarachse durch a gehen, damit a beim 
Zeichnen des zweiten Seilecks Durchgangspunkt bleibt. Die Polarachse 
sei also in beliebiger Lage, aber durch a, gezogen worden. Dann wähle 
man ii^nd eine der Seiten des künftigen Seilecks aus, die durch den 
gegebenen Punkt b verlaufen soll. Es sei die Seite C'. Deren künftige 
Richtung findet man dadurch, daÜ man die zugehörige Seite C des 
ersten Seilecks mit der Polarachse zum Schnitt bringt und durch den 
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Schmttpimkt — das ist ^ in Fig. 136 — eine auch durch & verlaufende 
Gerade legt In diese Gerade ^t nach dem Satze von der Folarachse 
die Seite C. Zieht man zur Richtung von C in der richtigen Ecke 
des Kxafiecks — also zwischen den Kräften 2 und 3 — einen parallelen 
Polstrahl C', so trifft dieser die zur Polarachse XX parallel gel^cDC Gerade 
im neuen Pole 0', mit dessen Hilfe das geforderte Seileck durch die 
gegebenen Punkte a und i gezeichnet weiden kann. 

Würde man jetzt mit Hilfe eines dritten Poles O^ ein drittes Seiledt 
zeichnen wollen, das außer durch die beiden vorigen Punkte a und i 
auch noch durch einen dritten gegebenen Punkt £ verliefe, so würde die 
L^;e der dazu zu benutzenden Polarachse fest liegen. Sie mUOte näm- 
lich durch die beiden Punkte a xmä b gehen. Die Seiten A' tmd C 
des dritten Seilecks würden dann die neue Polarachse in a und b 
schneiden müssen. Dadurch wären ihre Richtungen eindeutig festgelegt. 
Sobald man jetzt noch die künftige Seileckseite ausgewählt hat, die 
durch den vorgeschriebenen Punkt c verlaufen soll, ist die Aufgabe ein- 
deutig bestimmt. Denn jetzt ist jede Seileckseite durch ihren gegebenen 
Schnittpunkt mit der Polarachse ab und durch die weitere Bedingui^ 
festgelegt, daß sie parallel zu dem betreffenden Polstrabi des Kraft- 
ecks laufen muß, wobei der neue Pol O" (wie vorher angegeben) ge- 
funden wird. 

Aus obiger Darlegung fo^ der Satz: Durch drei vorgeschritbetie 
Punkte läßt sich ewischen den Richtungen gegebener Kräfte nur ein ein- 
siges Seileck teichien. 

Es gibt verschiedene Verfahren, ein Seileck durch drei Punkte zu 
legen, wobei man den Pol des Kraftecks ohne Hilfe der Polarachsen 
findet Eins dieser Verfahren folgt unter 69- 

58. Seilecke als MHtelkraftUnien. 

a. Mittelkraftlinie einer Gleichgewichtsgrnppe. Die Mittel- 
kräfte £„ H,, Äj asw, der im Krafteck aufeinanderfolgenden Kräfte 
/", ; /", und P,; P,, P^ und P^ usw. liegen in den Seiten eines Seilecks, 
das man erhält, wenn man den Pol in die entsprechende Ecke des Kraft- 
ecks zwischen P^ und der leisten Kraft der Reihe legt. 

Die im Gleichgewicht befindlichen Kräfte seien P^ bis Pm- Der 
Pol ff ist zwischen die Kräfte P, und P„ gelegt. Das mit Hilfe der 
Polstrahlen gezeichnete Seileck muß sich also schließen (Fig. 139J. 
Man erkennt dann ohne weiteres, einerseits daß die Richtung der Schluß- 
linie zwischen den Kräften P, und P„ beliebig gewählt werden kann, 
weil ein dazu gehöriger Polstrabi im Krafteck nicht vorhanden ist, und 
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andeiscitE, daß die Spannkraft in der Sehlußiinie einet geschlossenen 
Seiieeis stets gUick Null ist, weil der sugehdrige JblstraAi verschwindet. 
Danach kann man sagen: 

Eine MittelkraflUnie ist ein geschlossenes SeiUck, dessen Schlußlime 
spannungslos ist. 

Id der Fig. 139 igt zn der gegebenen Kräftegrappe zuerst mit dem 
beliebigen Pol ein erstes Seileck gezeichnet, sodann ist der Pol nach 




O" verl^ und das zweite Seileck ist mit Hilfe der zu OO' parallelen 
Polarachse, die durch die Knoten 1 und m des Seilecks verlaufen 
muß, gezeichnet. Dies zweite Seileck ist eine Mittelkraftlinie, deren 
SchluQlinie, wie gesagt, beliebig zu legen ist. Die Bedeutung der Mittel- 
kraftlinien soll nachstehend an einigen Beispielen dargelegt werden. 
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b. Mittelkraftlinie einer belasteten Scheibe. Eine be- 
lastete Bogenscheibe (Fig. 140) sei durch ein Gelenk a und einen 
Stützenstab b starr an die Erdscheibe geschlossen. Es soll die Mittel- 
kraftlinie gezeichnet werden, deren äußere Seiten je durch a und den 
Stab b verlaufen. Die Belastung der Kräftegruppe i bis 5 steht im 
Gleid^ewicht mit dem Gelenkdnick A und der Stabkraft B. Man 
bestimme also A und B in bekannter Weise (56) aus Kraft- und Seil- 
eck. Das kann dadurch geschehen, daß man entweder die Lage von R 
festlegt oder daß man ein geschlossenes Seiledc zeichnet, dessen SchlnÜ- 
tinie durch A und irgend einen Punkt der Richtung von B verläuft. 
Wir wählen den letztem Weg. Parallel zur Schlußlinie läuft der Pol- 
strahl 00' im Krafteck (Fig. 141J. Die Strecken O'c und äff stellen 
dann A und B nach Richtung und Größe dar. Die MittelkrafUinie kann 
schließlich mit O' als Pol und der SchluDlinie als Polaiachse gezeichnet 
werden. Das ist in den Fig. 140—141 mit roter Farbe ausgefiihrl. 

Die Bedeutung einer solchen Mittelkraft wiid klar werden, wenn man 
sich durch die belastete Scheibe an irgend einer Stelle einen Querschnitt 
(1) gelegt denkt // sei ein solcher an beliebiger Stelle gelegter Quer- 
schnitt. Die durch tt geschnittene Seileckseite 2 — 3 gibt, wie aus dem 
Krafteck zu sehen, die Richtung der Uittelkraft R, der sämtlichen auf 
einen abgeschnittenen Teil der Scheibe wirkenden äußern Kräfte. Auf 
das linke Teilstück der Scheibe wirkt Ä„ als Mittelkraft des rechts- 
iätigen Teiles, in der Richtung gegen den Querschnitt, nach links, ist 
also ein Druck (3a]. Auf das rechtseitige TeilstUck wirkt die Mittelkraft 
aus den Kräften A, i und 2. Sie ist ebenso groß wie R^, aber — 
wie aus dem betreffenden geschlossenen Kiafteck zu sehen — hat sie 
hier entgegengesetzte Richtung wie vorhin. Auch auf den Querschnitt 
It des »fA/fseitigen Teilstückes wirkt also R, als Druck. 

Weil nun die in der Querschniltsflächc tt auftretenden innert Kräfte 
oder Spannungen im Gleichgewicht mit der Mittelkraft R sein müssen 
(13), SO hat man in der Mittelkraftlinie ein ausgezeichnetes Hilfsmittel, 
um für jeden beliebigen Schnitt einer Konstruktion,- die man als Scheibe 
behandeln kann, die Beziehungen zwischen der im Schnitt wirkenden 
Mittelkraft und den dort auftretenden Spannungen festzustellen. Wir 
werden von diesem Hilfsmittel im folgenden noch oft Gebrauch machen. 

5g. MtttelkrafUinie durch drei gegebene Punkte oder Ge- 
lenke. 

a. Beispiel eines Dreigelcnkbogens (Fig. 142). Unter 48 ist 
bereits für einen Dreigelenkträger die Aufgabe gelöst worden, eine Mittel- 
kraftlinie durch die drei Gelenke zu legen. Dabei waren die auf je eine 

Mehrteni. Statik der BaukonitruktioncD. I. q 
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der Scheiben der Gelenkkonstruktion wirkenden Mittelkräfte R, und R, 
gegeben (Fig. 1 1 1). Im folgenden soll aber die Aufgabe al^emeio behandelt 
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werden, namentlich um dabei die verschiedenartige Verwendbarkeit von 
Seilecken zu zeigen. Auf den Dreigelenkbogen A CB wirken die Lasten 
I — 7. Man setze sie zu einem Kiafteck zusammen (Fig. 143) und zer- 
lege dann die auf die Teile AC und BC wirkenden Mittelkräfte je in 




Fig- '43' 



zwei Seitenkräfte, die einerseits durch ein Kämpfergelenk und ander- 
seits durch das Scheitelgelenk verlaufen, die gleichzeitig aber der zuge- 
hörigen Mittelkraft parallel sind- Diese Zerlegung erfolgt mit Hilfe zweier 
Seilecke, die mit den beliebigen Polen O^ und Öt gezeichnet werden und 
deren Schlußlinien i^ und st in das Krafteck durch entsprechende Parallelen 
s'a und /; zu übertragen sind. Es sind also Ra und Rc paraUel der 
Richtung der Mittelkraft der linksseitigen Kräftegmppe i bis 3 ; desgleichen 

3* 
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Ri und Ji'c parallel der Mittelkraft 4 bis 7 . Femer schneiden die SchlnO- 
linieDparalieleQ sä imd si im Krafteck auf den Richtungen der bezeich- 
neten Mittelkräfte die Strecken der gesuchten Seitenkräfle R,, Rt, sowie 
auch Rs, Re ab. Zerlegt man schlieOlich noch, wie es auch (unter 48} 
in Fig. 113 — 114 geschehen ist, die auf das Scheitelgelenk C fallenden 
Seitenkräfte Rc und ^ in die ^eichwerdge Gruppe Ä und 0, so 
braucht man nur noch R, und A', sowie auch Ri und B' je zu einem 
geschlossenen Krafteck zu vereinigen, um auch die gesuchten Kämpfer- 
drucke A und B zu erhalten. A tmd B münden im Fol O und bilden 
auch zusammen mit den Lastgmppen ein geschlossenes Krafteck. ist 
zugleich der Pol für die Zeichnung der Mittelkraftlinie, die durch die 
drei gegebenen Gelenkpunkte verläuft. Der zwischen den Kräften 3 und 
4 liegende Polstiahl gibt den Druck H' im Scheitelgelenk. 

Es ist leicht einzusehen, wie das erläuterte Verfahren auch benutzt 
werden kann, um die rein statische Aufgabe zu lösen, zu einer gegebenen 
Gleichgewichtsgruppe von Kräften durch drei gegebene Punkte die Mittel- 
kraftlinie zu legen. 

b. Verwendung der Mittelkraftlinie zu Stabkraftberech- 
nungen (als Beispiel). Unter 58b wurde schon hervorgehoben, wie 
man, nach erfolgter Darstellung der Mittelkraftlinie, durch die zugehörige 
Konstruktion irgend einen Schnitt legen könne, und daß dadurch die 
in dem Schnitte wirkende Mittelkraft aller auf dem betrachteten links- 
oder rechtsseitigen Teil der Konstruktion angreifenden äußern Kräfte in 
jedem Falle nach ihrer Größe und Lage bekannt sei. Es soll nun an 
einem Beispiele weiter gezeigt werden, wie man diese Eigenschaft der 
Mittclkraftlinie verwerten kann, um die Stahkräjtt von Dreieckstabwerken 
(26) graphisch zu ermitteln. 

In der Fig. 144 ist ein durch den Schnitt tt von der übrigen Kon- 
struktion abgetrennter Teil eines ebenen Bogcotrilgers dargestellt Der 
Teil ist in den Obergurtknoten durch Einzelkräfte i bis 3 belastet und 
zu der Gesamtbelastimg der Konstruktion ist die durch Ä verlaufende 
Mittelkraftlinie gezeichnet, von welcher die auf den abgeschnittenen Teil 
fallende Strecke in Fig. 144 veranschaulicht ist. Aus dem Krafteck ist 
die Größe und der Richtungssinn der mit der Gruppe <f, i, 2 imd 3 
gleichwertigen Mittelkraft R zu entnehmen (Fig. 145). 

Der Schnitt tt läßt sich im betrachteten Dreieckstabwerk immer 
durch drei Stäbe führen, deren Spannkräfte O, U tmd D mit Hilfe des 
Satzes von Culhann graphisch ermittelt werden können. Zu dem Zwecke 
bringt man in den Schnittptmkten der drei Stabachsen je eine äußere 
Achsenkraß (15) an, die gleichwertig mit der imbekannten imtem Stab- 
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kraft angenommen wird. Der Richtungssinn der Achsenkraft ist noch 
nicht bekannt, deshalb zeichnet man die betreffenden drei Pfeibichtmigen 
vorläufig beliebig ein. Gewöhnlich richtet man die Pfeile, von den zu- 
gehörigen Stahknoten aus gesehen, nach auDen hin, wie in der Fig. 144 
geschehen. 

Die drei anbekannten Stabkräfte stehen mit den äuOem Kräften^, 
1 , 3 und 3 im Gleichgewicht, also bilden sie auch eine Gleichgewichts- 
gruppe mit der jenen äuDem Kräften gleichwertigen Mittelkraft Ji. Zeich- 
net man demnach aus O, U, D und R ein CuLMANM'sches Kraftvier- 
eck, wobei man (nach 49a) R mit einer beliebigen der drei Unbekannten 




Fig. 144- 



Hg. 145- 



paaren kann, so hat man damit die gestellte Aufgabe der Stabkraft- 
berechnung gelöst. In der Fig. 144 wurde R mit O gepaart, deren 
Mittelkraft L in der Richtung xy nach dem Schnittpunkt y von D und U 
gerichtet ist Im zugehörigen Kraftviereck wurden über L schlieÜlich 
die Stabkräfte V und D zusammengesetzt. Aus der Vergleichung der 
betre£fenden Pfeilrichttmgen der Fig. 144 und 146 ergaben sich £7, U 
und D als DruciäsMXx.. 

Das erläuterte Verfithren der Stabkraftbestimmung mit Hilfe einer 
Mittelkraft und unter Anwendung des Satzes von Culhann ist für eine 
große Zahl der weiterhin noch folgenden Aufgaben von grundlegender 
Bedeutung. 
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60. Statische Momente. 

a. Summe der Einzelmomente. Man summiert die Momente 
am einfachsten wohl dadurch, daß man sie alle auf eine gleiche Breite 
[Hefaelaim] zurUckftihit Das kann z. B. geschehen mit Hilfe einer Ge- 
raden ZZ [Fig. 147], die im Abstände h vom Momentenpunkte m 
gelegt wird und die von den g^ebenen Richtungen der Kräfte (i bis 4] 
geschnitten wird. In diesen Schnittpunkten [a. Ins n«) trage man die 
Kräfte i bis 4 als Strecken in vorgeschriebener Richtung an und sei- 
lte dann jede Kraft nach zwei Richtungen, von denen die eine mit der 
ZZ zusammenfällt und die andere durch dtn Momentenpunkt verläuft. 




Flg. 148. 

Die leUtgenannten Seitenkräfte haben kein Moment in Bezug auf m. 
Die geometrische Summe der in die ZZ fallenden Seitenkräfte multipli- 
ziert mit h ei^bt danach das gesuchte Moment. 

Man kann auch mit der beliebig gewählten Breite h als Halbmesser (vom 
Monientenpunkte als Mittelpunkt aus} einen Kreis schlagen (Fig. 148), in 
dessen Umfang die obigen Schnittpunkte (a, bis a^ fallen. Dann zerlege 
man jede Kraft einmal in die Richtung und ein andermal senkrecht zur 
Richtimg des durch ihren Angriffspunkt verlaufenden Halbmessers h 
Auf diese Art verschwinden die Momente der durch das Kreismittel 
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verlaufenden Seitenkräfte und aus der Summienmg der übrigen ergibt 
sich wie vorher das gesuchte Moment. 

b. Das Moment der Mittelkraft im Seileck. Die Mittelkraft ^ 
einer beliebigen ebenen Kräftegmppe verläuft (nach S6) durch den 



«"V 



-o^-\ 




n\ 



Schnit^unkt der äußern Sei lecksei teu. Eine solche Kräftegnippe ist in 
den Fig. 149 und 150 dai^esteUt. Die Richtung von^ fährt hierdurch 
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den Schnittpunkt / der Seileckseiten A und B, deren Spannkräfte A' 
und B' das zugehörige Krafteck schließen. 

Das statische Moment von R in Beziehung anf einen beliebten Pimkt 
m in der Ebene ist 

M=R-a. 

Darin bedeutet a die Breite des zugehörigen Kräftepaares, d. h, also 
die Länge des von / auf eine parallel zn R und durch m verlaufende 
Gerade gefällten Lotes. Der Ausdruck fUr Af läßt sich auf eine andere 
Form bringen, wenn man die im Krafteck ansgesprochenen Beziehungen 
von R zu den Seileckkräften A' imd B" verwertet. Zu dem Zwecke 
bestimmt man durch Fällen eines Lotes vom Pole O aus anf die Richtung 
der Mittelkraft den sog. Polabstand H [Or in Fig. 150). Sind femern 
und die Punkte, in welchen die äußern Seileckseiten A und B die 
durch M gelegte zu R parallele Gerade gg schneiden, so folgt aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke nop und COD: 

R H 



In Verbindung mit der vorigen Gleichung ergibt sich daraus (at^esehen 
vom Vorzeichen) ; 

M= H- m, 

oder wenn die Strecke nö = ri gesetzt wird, 

. M= H -71. 

Diese wichtige Beziehimg lautet in Worten: 

Das statücht Moment der Mittelkraft ist gleich dem Produkte aus 
ihrem Polabstande in diejenige Strecke, die von den äußern Setleckseiten 
auf einer durch den Momenlenpunkt gesogenen, zur Mittelkraftrichtung 
parallelen Geraden abgeschnitten wird. 

rj ist hier eine Strecke, die nach dem gewählten Maßstäbe « als 
Länge abzugreifen ist. ff als Kraf^röße ist auf dem Kräftemaßstab m 
abzumessen. Weil aber 

ff V.^^,1 
m n n m 

ist, so kann auch die Strecke 1; als Kraft und der Polabstand H als 

Länge gerechnet werden, ohne am Ergebnis dadurch etwas zu ändern. 

Was für die Mittelkraft R zutrifft, gilt sinngemäß auch von jeder 

Einzellast im Knoten eines Seilecks, sowie auch von d» Mittelkraft 
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eintr Reihe von aufeinander folgenden SeileckkräfUn. Danach ist z. B. 
in den Fig. 149 und 150 das Moment der Kiaft z flir den Punkt m, 
und außerdem das Moment der Mittelkraft R^ der Kräfte i bis 3 für den 
Funkt «3 graphisch ermittele 



% 9. Mittelkräfte für parallele und für stet^e Lasten. 

Das Krafteck fUr Faraltellkräfte ergibt sich atis der geometrischen 
Summierui^ der Einzelkräfte als eine Kraftlinie. In diesem Falle ist es 
flii die weitere Behandlung und Benutzung zweckmäßig, die Kraftlinie 
derart darzustetlcn, daD weder über Anfang und Ende des Kraftzugesi 




sowie über die Reihenfo^e der Kräfte, noch 
über deren Richtungssinn ein Zweifel bleiben 
kann. Wie dies geschieht, ergeben die 
Fig. rga und 156 der folgenden Nummern. 
61. Statische Momente. 
a. Momente im offenen Seileck. Wenn 
das statische Moment von ParaUelkräften ge- 
funden werden soll, kann man ebenfalls, wie 
unter 60 erläutert, verfahren. In diesem Falle 
ist die Polweite H flli alle Kräfte gleich grofl, d. h. das Moment ist 
dem zugehörigen Abschnitte 1; proportionaL Von dieser Eigenschaft des 
Momentes kann man mit Nutzen Gebraur:h machen, wenn es sich darum 
handelt, die itaüsc/ien Momente einer aufeinanderfolgenden Reihe von 
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Paralletkräften zu bestimmen. Dabei empfieblt es sich, wie in den 
Fig. 151 und 152 geschehen, die an die ersU Kraft der Reihe stoßende 
Seileckseite senkrecht zur Kraftricbtung zu legen. 

Das Moment der Mittelkraft Rf^ der ganzen Kräftereihe i bis 6, be- 
zogen auf den Momentenpunkt m^, oder einen durch diesen gelegten 
zur Kraftrichtung parallelen Schnitt // ist dann nach vorigem (abgesehen 
vom Vorzeichen) : 

M^ = Ä"(?6 , 

wobei ijj diejenige Ordinate des Seilccks ist, welche auf die zur Kraft- 
richtung senkrecht stehende äußere Seileckseite bezogen ist. Sini^mäO 
ist femer anzuschreiben: 

J/j = Hri^ , 

wenn ij; diejenige Seileckordinate ist, die in der durch den Momenten- 
punkt Mj verlaufenden Kraftparallelen liegt. 

Das Ergebnis läßt sich in folgendem Satze zusammenfassen: Für 
ParalMkräfte ist jede Ordinate des zugehörigen Seilecks, die von der zur 
Kraftriektung senkrecht stehenden ersten Seileckseite als Absziisenachse 
gemessen wird, proportional dem Momente, das die vor der Ordinate 
belegenen Kräfte in Bezug auf einen in der Ordinate Hegenden Schnitt 
ausüben. Der Drehsinn des Momentes richtet sich nach der Lage der 
Ordinale zur Abszissenachse. 

Dieser Satz findet hauptsächlich Verwendung bei der Berechnung von 
statischen Momenten für verschiedene Querschnitte von Stäben oder 
Tragscheiben, deren äußere 
Kräfte [Belastungen und 
Stützenkiäfte) miteinander 
im Gleichgewicht stehen. 
Fig. IS3 stellt zum Bei- 
spiel einen solchen Fall 
dar. A und B seien die 



mxsmuf. 
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p^, 1^3, Stützenkräfte, i bis 3 die 

Lasten. In C sei ein 

Schnitt tt durch den TYäger geftlhrt. Dann ist das statische Moment Ma 

der links oder Mi der rechts vum Schnitte angreifenden äußern Kräfte 

gleich groß, weil die Summe beider Momente gleich Null sein muß. 

M^-\- Mi==o 
oder 

M^=^^ Mi. 
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Der Drehsinn beider Momente ist ein entgegengesetzter, sobald man 
sie beide von einer und derselben Seite aus betrachtet. Wie das Vor- 
zdchen der Aftttelirnft paralleler auf eine Tragscheibe wirkender Kräfte 
zu nehmen ist, wenn es sich um di^ Betrachtung und Berechnung der 
Innern Kräfte eines Querschnittes handelt, vergL im vierten Abschnitt. 

b. Die Momentenfläche eines geschlossenen Seileclcs. Es 
handelt sich hier um Kräfte, die an einer Tragscheibe angreifen und im 
GUuhgewicht miteinander stehen, mit andern Worten also um die 
Momenten&äche eines geschlossenen Seilecks dieser Kräfte. 

Jene Strecke ij , die von den äußern Seüeckseiten in irgend einem 
parallel zur Mittelkraftrichtung geführten Schnitte abgetrennt wird, liegt 
bei einem geschlossenen Seileck 
immer zwischen der SchluÜ- 
linie ab und einer andern 
Seileckseite (Fig. 154). Und 
da ij ein MaD für die Größe 
des betreffenden Momentes 
abgibt, so nennt man die von 
dem Umriß eines geschlossenen 
Seilecis begrenzte Fläche die 
MomenUnfläche. Diese wird Fig. 154. 

auf dem Gebiete der Baukon- 

Etmktionen hauptsächlich für ParalUlkräfte verwendet Ein Beispiel wird 
die Art der Verwendung näher erläutern. 

Ein durcl^ehender Stab oder eine Scheibe sei in zwei beliebigen 
Punkten starr mit der Erdscheibe verbunden. Dann sind, wie im vorigen 
an verschiedenen Beispielen gezeigt worden ist, die Stützenkräfie A und 
B aus der gegebenen Lastgruppe zu bestimmen. Auch läßt sich zwischen 
den Stutzenkräften und den Lasten ein geschlossenes Seileck zeichnen. 

Die in Fig. 155 dargestellte Scheibe ist durch die Kräfte i bis 5 be- 
lastet, im Punkte a durch ein festes Gelenk und in b durch einen senk- 
recht und parallel der Kraftrichtung gestellten Stab gestützt. Um die 
Stutzenkräfte A und B, deren Richtung ebenfalls eine senkrechte ist, 
ihrer Größe und ihrem Richtungssinne nach graphisch zu bestimmen, ist 
in Fig. 155 mit Hilfe des Kraftecks in Fig. 156 ein geschlossenes Seileck 
gezeichnet, dessen Schlußlinie s die Stutzpunktsenkrechten in a und h 
schneidet Dtirch Eintr^en des zur SchluOlinie parallelen Polstrahls s' 
erhält man im Krafteck ans den zu den Setleckknoten a und b gehörigen 
Kraftdreiecken die gesuchten Größen A und B. A ergibt sich als ein 
negativer, S als ein positiver Stützendruck (18). 
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Legt man jetzt an einer beliebigen Stelle der Scheibe einen zur 
Kraftrichtung parallelen Schnitt, so ist die in diesem Schnitte liegende, 
zwischen den Seileckseiten gemessene Seileckhöhe ij ein Maü für das 
Moment, das die links oder rechts von ij angreifenden äuDcrn Kräfte 
in Beziehung auf den Schnitt ausüben. Dies folgt ohne weiteres einer- 





seits aus dem vorigen Satze über die 
Parallelkräfte und anderseits aus der 
Bedingung, daQ im Gleichgewichtsfalle 
die Summe der statischen Momente 
aller Seileckkräfte in Bezug auf einen 
beliebigen Punkt der Scheibe gleich 
Null sein muQ. Das Moment der 
Kräfte auf der einen Seite des Schnittes 
tl ist also gleich groß, aber entgegen- 
gesetzt gerichtet, wie dasjenige auf der 
Fig. 156. andern Seite. Allgemein ist das Moment 

Aus obigem Grunde heißt die von den Seiten des geschlossenen 
Seilecks gebildete Fläche </>> Momtntenfläche. 

Der Satz von der MomentenfUche kann wie folgt gefaßt werden: 

Dk Umrisse eines geschlossenen SeiUcks paralleler Kräfte begrenzen 

eine Momentenfiache, aus welcher für jeden der Krafirichtung parallelen 

Schnitt das Moment M der links oder rechts vom Schnitte angreifenden 
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Kräfte nach der Formel M = Hi\ berechnet werden kann , wenn i\ die 
im Schnitt gemessene Hdhe der Momentenftäche und H der Pclaistand 
des xugehörigen Kraflecks ist. 

Aus der Fig. 155 ist zu sehen, wie auf einer Seite der SchluDlinie 
die positiven, auf der andern Seite die negativen Werte von 1}, also 
auch der zt^;ehöiigen Momente fallen. In den Wendepunkten gehen 
die Momente vom Positiven ins Negative über oder umgekehrt 

63. MomcQtenfläche flir eine Scheibenverbindung. 

a. Beispiel eines durchgehenden Gelenkträgers. Drei Trag- 
scheiben seien durch Zwischengelenke miteinander verbunden, derart, 
daO die Gelenke in einer Wagerechten zu li^^n kommen. Ihre starre 
Verbindung mit der Erdscheibe erfordert (nach 23] mindestens (4 — i) 3 
= 9 Stäbe. Außer den drei Scheibengelenken [a, g, und g^ braucht 
man also noch 9 — 3.3=3 Stützenstäbe. Diese sind als Pendelstutzen 
in den Punkten b, c, d angeordnet. Das System ist statisch bestimmt; 
die unbekannten Größen oder vier StUtzenkräfte, deren Richtungen der 
senkrechten Belastung parallel sind, müssen demnach aus den Gleich- 
gewichts-Bcdingungen ermittelt weiden können. Zur Verfügung stehen 
vorläufig nur zwei Gleichungen, die sich aus den Bedingimgen ei^ben, 
wonach einerseits die Summe aller Lasten und StUtzenkräfte und ander- 
seits die Summe der Momente für jeden Funkt des Systems je für sich 
zu Null werden muß. Die fehlenden zwei Gleichungen ergeben sich aber 
aus dem Umstände, daß auch die Summe der Momente aller links oder 
rechts von einem Gelenke angreifenden äuOem Kräfte ^eich Null sein 
muß, weil sonst in dem Schnitte, den man sich durch ein Gelenk ge- 
legt denkt, ein Gleichgewicht zwischen äußern und Innern Kräften nicht 
möglich ist. Innere Kräfte wirken ;a im Gelenkpunkte nicht, können 
also auch nicht widerstehen: Reibungsmomente im Gelenke Bind nach 
nnserer Voraussetzung {15 und 16) ausgeschlossen; zwar übt jede be- 
lastete Tragscheibe im Gelenk einen sog. Gttenkdruck aus, diese beiden 
Drücke sind jedoch nach dem Gesetze der Wechselwirkung gleich groß 
und entgegengesetzt gerichtet, heben sich in ihrer Wirkung also zu 
Null auf. 

Analytisch könnten nach dem Gesagten aus den gegebenen vier Be- 
dingungs-Gleichungen die vier Unbekannten berechnet werden. Um aber 
die Eigenschaften von Krafteck und Seileck wiederholt nach verschie- 
denen Seiten hin zu beleuchten , wird nachstehend die graphische Be- 
handlung vorgezogen, die in den Fig. 157 — 159 durchgeführt worden ist 

Es handelt sich um die 2^ichnung eines die Momentenfläche dai- 
stellenden geschlossenen Seilecks zwischen den Lasten t bis 8 und den 
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vorläufig noch unbekazinten vier Stlitzenkräften j4, B, C und D. Es 
empfiehlt sich, die graphische Ennittelung des Seilecks von einer Seite 
her vorzunehmen, wobei nacheinander die drei Trägeröffnungen /, // 
und /// (oder auch imigekehrt) an die Reihe kommen. 

Denkt man' sich einen senkrechten Schnitt durch den Stützpunkt c 
geführt, so ist klar, daß die Momentenfläche fiir die vor dem Schnitte 
liegende erste Öffiiung in bekannter Weise gefunden werden kann, wo- 
bei die in j, wiiicenden GelenkdrUcke [als sich gegenseitig aufhebende) 
nicht mit in dem zu zeichnenden Seileck aufgenommen zu werden 
brauchen. Das Scileck der Kräfte i, a und 3 der ersten Öffnung ist 
danach mit Hilfe des Kraftecks / der Fig. 157 mit beliebigem Pole H 
gezeichnet (Fig. 158 unten). Die SchluOUnie des Seilecks ist in vorliegen- 
dem Falle in ihrer Lage gegeben, denn sie muQ durch den Punkt /, 
verlaufen, in welchem das Seileck von der zugehörigen Gelenksenkrechten 
geschnitten wird, weil das Moment in g, gleich Null, also J/ im Panlte g\ 
verschwinden muß. Sobald man die SchluQlinie j, entsprechend gelegt, 
hat man denjenigen Teil des geschlossenen Seilecks, der zu den Kräften 
der ersten Öffntmg gehört, gefunden. Daß auch die Momentenfläcbe rechts 
von g\ dadurch richtig bestimmt ist, geht auch aus dem vorigen Bei- 
spiel [Fig. 155) hervor. 

In gleicher Weise, wie analytisch die Stützenkraft A aus der Be- 
dingung bestimmt wird, daß die Summe der statischen Momente von 
A, 1 tmd z in Bezug auf den Gelenkpunkt g^ verschwinden muß, 
findet man graphisch den Wert von A aus der Lage der SchlnOlinie i,. 
Die Parallele s^ dazu schneidet auf der Kraftlinie im Krat^ck / das 
StUck A als positiv ab. Daraus folgt weiter, daß die Momentenfläche 
bis zum Punkte g[ positiv ist. 

Die Seilecke in den beiden folgenden Öffnungen // und /// zeich- 
net man zweckmäßig mit gleichem Polabstande H, wie in der ersten 
Öfihung, die Lage des Poles O^ und O^ ist beliebig zu wählen. Weil 
das statische Moment über der Stütze C — das sog. Slütztnmoment — 
für den linken Teil ac des Systems ebenso groß ist wie für den rechten 
Teil l>(, so folgt daraus, daß das Seileck der II. und III. Öffiiung im 
Punkte € (Fig. 158 unten) und seine Schlußlinie s^ im Punkte c' anschließen 
muß, wenn £F' = tjc die Höhe der Momentenfläche in c bedeutet. 
Dabei muß die Schlußlinie s^ durch den Gelenkpunkt g', verlaufen. Aus 
gleichen Gründen ist auch der Verlauf des Seilsecks in der III. Öffnung 
gegeben. Die Größe der Stützenkmft B findet sich aus dem Krafteck /// 
in bekannter Weise wie vorher hei A erläutert. 

Es bleibt schließlich noch etwas über die Bestimmung der Stützenkräfte 
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C und D zu sagen. Beide finden sich aus dem Gleichgewicbt der zu- 
gehörigen Seileckknoten, das sind die Knoten c, c in der Richtung von 
C und d, d' in der Richtung von D. C steht im Gleichgewicht mit 
den Stabkräften 5,, T^, i, und i^\ ebenso D mit den Kräften yg, 
£^,, f, und J3, deren Pfeilrichtungen nach bekannten Regeln (unten 
in Fig. 158) eingetragen sind. Es ist zu raten, sich durch Betrachtung 
aller Pfeilrichtungen des geschlossenen Seilecks davon zu (iberzei^en, 
daß jetzt in der Tat zwischen den Lasten i bis 8 und den ermittelten 
Stützenkräften A bis D Gleic^ewicht besteht. A, B, C, D fallen alle 
positw aus. Unter Umständen, je nach der Lage des gegebenen Falls- 
hat man unter Beachtung der Ffeibichtungen der Polstrahlen der zu- 
gehörigen Seilecke zu entscheiden, ob etwa negative Stützenkräfte vor- 
kommen. 

b. Wagerechtc SchluDlinienzUge. Für den praktischen Gebrauch 
ist es zweckmäßig, eine Momentenfläche mit wagerechtem SchluDlinien- 
zug darzustellen, besonders wenn es sich (wie im leteten Beispiel) um 
mehrere Öffnungen handelt. Eine solche Darstellung kann man in ein- 
facher Weise erhalten, wenn man die erstmalig mit beliebig gelegten 
Polen ermittelten Werte von ij, wie es in Fig. 158 geschehen, in den 
entsprechenden Abszissenpunkten über einer Wagcrechten als Ordinaten 
noch einmal aufträgt Ratsamer aber ist es, die zweite Momentenääche 
aus der ersten mit Hilfe neuer Kraftecke, unter Benutzung der Polar- 
achse darzustellen, weil man auf solche Weise gleichzeitig der Richtig- 
keit aller erstmalig erhaltenen Werte von tj nachprüft. Wenn man dabei 
dann durchweg die erstgewählte Polwcite H beibehält [was zweckmäßig 
ist), mup die Polarachse für jede Öffnung eine Senkrechte sein, die durch 
den linksseitigen Stützpunkt verläuft, talls man (wie in Fig. 158) von 
links zu zeichnen angefangen hat. Eine derartige zweite Aufzeichnung 
der Momentenfläche ist in dem oberen Seileck der Fig. 158 mit Hilfe 
des Kraftecks der Fig. 159 durchgeführt. 

63. Der Hittelpunkt paralleler Kräfte. 

Wenn parallele Kräfte in bestimmten Punkten eines Körpers an- 
greifen, so mag deren Richtung beliebig gewählt werden, immer verläuft 
ihre Mittelkraft durch einen und denselben Punkt, den sog. Mittelpunkt 
der Kräfte. Für Schwerkräfte ist dies der Schwerpunkt. 

a. In der Ebene. Man findet den Mittelpunkt mit Hilfe von 
Kraft und Seileck in folgender Weise (Fig. 160), 

Man zeichnet für zwei verschiedene, beliebige Lagen einer Gruppe 
von Parallelkräften zwischen den Kraftrichtungen ein Seileck und bestimmt 
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in jedem der beiden Seilecke die Lage der Mittdkraft X. 
Mittelkräfte S Bchneiden sich im gesocbten Mittelpunkte. 

Dies Voiahrai ist in der Fig. i6o für eine in den Funkten m, bis 
Mf angreifende Kräft^irnppe i bis 4 auagefOhit Der bequemeren Dar- 
steQong wegen sind die Parallelkiäfte einmal senkrecht, das zweite Mal 
wagerecht gerichtet angenommen worden. Die mgeht^gen Kraftecke 
sind mit beliebigen Polen (O, und 0„) gezeichnet Die gefoadenca 
Riebtangen von £, nnd £„ schneiden sich in s. 




Würde man fUr eine dritte, beliebige andere Richtung der Farallel- 
kräfte die Lage von S zum dritten Male ermitteln, so müDte sie eben- 
äüls dmY:h s verlaufen. Der Beweis hierfür kann wie folgt gefUhrt 
werden: Der Mittelpunkt s kann sich nicht ändern, wenn man alle 
Kräfte einer der beiden betrachteten Gruppen im gleichen Verhältnis 

Uchrteni, Statik int BankonKttikdonca. I. 10 
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veigröflert oder verkleinert. Betrachtet man nun eine dritte Gruppe, deren 
Einzelkräfte Mittelkräfte oder Einzelkräfte der beiden ersten Gruppen 
und, so muß auch die Mittelkraft £, der dritten Gruppe durch s ver- 
laufen, weil anders ^, mit den beiden Kräften J?, und S^ (Fig. 160} 
nicht gleichwertig sein kann. Je nachdem sich, bei Änderung des Ver- 
hältnisses zwischen den Kräften der ersten beiden Gmppen, Jf, und Jim 
ändern, wird auch J, alle möglichen andern Größen und Lagen ein- 
nehmen, die aber alle durch s iUhren. Damit ist der Beweis gegeben, 
daß die Mittelkraft ^, jeder beliebig belegenen Gruppe von Farallel- 
kiäften immer durch einen und denselben Punkt s veriäuft, wenn nur 
(Ue Angriffspunkte der Einzelkräfte unverändert li^cn bleiben und wenn 
nur alle Kräfte, falls sie ihre Größe ändern, dies in gleichem Veihält- 
nisse tun. 

b. Im Räume. Wie nach den Ausführungen unter SO und 51 leicht 
einzusehen, ist die Projektion der Mittelkraft paialldez Kräfte im Räume 







Fig. 161. 



gleich der Mittelkraft der Projektionen. Man kann danach die Lage 
der Mittelkraft der Projektionen von parallelen Kräften benutzen, um 
daraus den Mittelpunkt einer beliebigen Raun^^ruppe von Parallelkräften 
zu finden. Das geschieht folgendermaßen: Man prcgiziot die g^^bene 
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Raumgnq>pe auf zwei Coordinaten-Ebenen. In der Fig. 161 sind diese 
z. B. senkrecht zu einander stehend angenommen. Die Kräfte [i bis 4] 
grafen in den Punkten (m, bis m^) eines Köipers an. Die Projektionen 
der Kräfte sind in der senkrechten Ebene i' bis 4', in der w^^rechten 
Ebene i" bis 4". 

Weiter nimmt man in einer der Ebenen noch eine zweite Richtimg 
der Farallelkiäfte an, so daß man in dieser Ebene, nach dem unter a. 
gezeigten Verfahren, die Projektion $' des gesuchten Mittelpunktes i 
finden kann. In der F^. 161 ist dies in der senkrechten Ebene mit 
Hilfe zwder Seilecke nnd den zugehöiigen Kraftecken der Pole O', nnd 
O'm ausgeführt. Um s zn finden, bleibt nor noch Übrig, die Mittelkraft 
R'u auf die wagerechte Ebene zu projizieren. Das ist mit Hilfe des 
Kraftecks OZ, und eines dazu zwischen den Kraftrichtungen i" bis 4" 
gezeichneten dritten Seilecks geschehen. 

Nunmehr ist der Mittelpunkt s gegeben. Er hegt in der durch die 
Richtung von Rv bestimmten senkrechten Ebene nnd bildet in dieser 
den Schnittpunkt des von s' auf die Ebene gefällten Lotes s's. Ebenso 
liegt J in der durch die Richtung von R^ bestimmten wagerechten Ebene 
und ist FuHpirnkt des auf diese von i" gelten Lotes i's. 

fiei Schwerpunkts-^cSä.misiaL.'gKa. von Flächen, Scheiben oder Körpern 
kann man von obigem Verfahren Gelnanch machen. 

64. Seiliinien und Stützlinten fOr beliebige stetige Lasten. 

a. Allgemeine Gestalt der Seillinie. Stetig vertdlte Lasten, 
von denen schon nnter 10 die Rede war, kann man als eine Gn^pe von 
unendlich kleinen Einzellasten aufEassen, die in onendUch kleinen Ab- 
ständen aufeinander folgen. Ändern die Einzellasten dabei weder ihre 
Größe noch ihre Richtung, so spricht man von einer gUichmäßig ste- 
tigen Lastverteilung. Eine ungleichmäßig stetige Verteilung li^ vor, 
wenn die Einzellasten entweder Größe oder Richtung oder beides stetig 
ändon. 

Krafteck und Seileck erhalten in solchrai Belastongsfkllen uaendÜch 
kleine Seitenlängen, sie gehen in Kraftlinie und SeilUnie Über, wobei 
die Kraftlinie entweder eine krvmme ft&tt gerade sein kann. Fig. itia und 
163 stellen die allgemeine Gestalt einer Kraftlinie und Seillinie für tm- 
g^chmäßig stetige Belastung dar. Die Seillinie ist in folgender Weise ge> 
zeichnet worden: Die Kraftstrecke o — 4 wurde durch die Schnitte i, a, 3 
in beliebige Strecken geteilt Dadurch «gaben äch die MitteUrfifte der 
einzelnen Kraft-Teilstrecken als Sehnen r,, r„ r, und r^ der krummen 
Kraftlinie (Fig. 163]. Die Kraft-Teilstrecken sind in der Darstellung der 
belasteten Seillinie (Fig. 163) durch entsprechend bezifferte punktierte 
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SchnitÜinien bezeiclinet Werden in den Punkten o und 4 die teOcren 
Kiäfte B und A hinzugefügt, so kann mit Hilfe des Kniftecks, swischen den 
Richtungen der Kräfte r, bis z*«, eine JlfittelkraftlmU gezeichnet weiden, 
sobald die Loge dieser vier Kjräfte gegeben isL Wie diese Lage gefunden 
wird, ist bekannt [58}. Ifit die Mittelkraftlinie mit Hufe der von O 
ansgehenden Polstrahlen gezeichnet, so muß die ztn Kraftlinie gehörige 
Seillinie die Seiten der Mittdkraftlinie in den Teilptinkten o, i, 3, 3 
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und 4 ierüAreti, weil alle Teilstrecken 
der SeiUinie miteinander im Gleich- 
gewicht stehen und daher die Rich- 
tungen ihrei Endtangenten in den Fig. 163. 
Teilpunkten o bis 4 mit den Seüeck- 

seiten zusammenfassen mlissen. Je kleiner man also die Teilstrecken 
wühlt, oder je größer ihre Zahl ist, desto genauer wird man mit Hilfe 
eines umschriebenen Seilecks die gesuchte Seillinie darstellen können. 

In aUen praktischen Fällen wird man sich die notwendige Bestimmung 
der Lage der Teilstrecken-Mittelkräfte (r, bis r,) dadurch erldchtem 
dürfen, daß man die Richtungen der stetigen Belmtung ßir tau gewisse 
endliche Strecke als paraUeüaufend annimmt. In den meisten Fällen 
handelt es sich bei Baukonstroktionen tibtthaupt um stetige Lasten, 
deren Richtungen parallel sind. 
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Will man die GlächuHg der Stilkme finden, so kann man üch 
jede tmendlich kleine Einzellast in zwa Seitenkräfte tix and dy zerlegt 
denken. Beseidmet man dann die Last ftlr die Einheit det X mit q 
nnd für £e ^nhrät der Y mit w, so zerl^ sich jede onendlich kleine 
Last in die Seitenkräfte qdx nnd wdy (71g. i66). Die A'-Acbse wurde 
so gel^, daß sie die SeOUnie ab in einem Punkte c berührt, in 
welchem die Lastriditang eine senkrechte ist Dem Pnnkte c in der 
Seillime entspricht der Pnnkt / in der Kraftlinie, dessen Polstrahl parallel 




der X länft. Die Strecke Op stellt die sog. ScheiUlkraft (Horizontal- 
kraft] der SeiDinie dar, die im vorliegenden Belastnngs&lle eine Zugkraft 
ist Diese soll mit H bezeichnet werden voA sie ist im Scheitelpunkte 
c in der entsprechenden (fllr den linken Tal ac der Seillinie geltoi- 
denj Richtung anzutragen. Ffir rinen beliebigen , in der ^ li^enden 
Pol ist damit die Gestalt der ganzen Seillinie zunächst graphisch festge- 
l^t Die Seilspannkräfte A nnd H stehen mit der Belastung im 
Gleidigewicht 

FOr den beliebigen Schnittpunkt m der Seillinie [Fig. r64 nnd 165), 
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welchem der Punkt / der Kraftlinie (Fig. 166) entspricht, ist die Rich- 
tung der Tangente an die SeiUinie parallel zum Polstrahl Of und schließt 
mit der A^Achse den Winkel cd ein. Dann ist im Krafteck: 



st und ps stellen graphisch die Seitenkräfte deijenigen Belastung vor, die 
sich vom Schdtel e aus bis zum Schnitte m eistreckt Setzt man für 
diese Seitenkräfte die allgemeine Bezeichnung V und W, so ist: 



Durch Integration innerhalb der Grenzen o und x erhält man daraus: 



-h 



[H-W) 

als GUichtmg der SälUnit. 

Die Unveränderlichen C und H finden üch in einem gegebenen 
Falle ans der Lage der drei Punkte a, h, c, dnrch welche die SeiUinie 
verlaufen soll, indem man nach erfolgter Integration fllr den betrach- 
teten linken Konstruktionsteil a^ die Grenzen einsetzt, 
fllrJf=o ist ^=0, 
für A'= /, ist ji = A,. 

Bei der Betrachtung des rechten Teils ii: käme noch hinzu: 
&ir X=i, ist y = k,. 

Die Integration würde am bequemsten als Flächenintegiation durch- 
zuführen sein. 

b. Sttitzlicien. Für eine beliebige Belasttmg (Fig. 167) sei eine 
SdUinie durch drei gegebene Punkte festgelegt. In behebigen Punkten 
(i bis 3) dieser SeiUinie denke man je einen Schnitt geführt, wodurch 
die Belastung in vier Teile zerlegt wird. Legt man dann in den Schnitt- 
punkten Tangenten an die Seillinie, so schneiden diese sich in den 
Knoten [a bis b) des umschriebenen Seilecks. 

Die in beliebiger Zahl und Lage in der SeiUinie angenommenen 
Punkte heißen Stüttpuni/e der Sällmie. Verbindet man alle Stützpunkte 
ihrer Reihe nach durch ' gerade Linien , so erhfllt man eine Stütslinie. 
Die Sällinie seiist ist eine Stüttlime, deren Stützfunite unendlich nahe 
nebeneinander Uegen. 
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Die Bedentung einer StUtzlinie läDt sich an einigen Beispielen klar 
l^;en. AusfÜhilicheie UntersuchUDgeo darüber bleiben dem ID. Bande 
vorbehalten. Die in Fig. i68 in je einem Punkte (i — n — 3) tmter- 




einander und in den Punkten a 
nnd 6 gegen die Erdscheibe ge- 
stützten Scheiben I bis IV be- 
finden steh unter ihrer Belastung 
im Gleichgewicht, wenn ihre Stütz- 
punkte a, I, 3, 3 nnd d in einer 
fUi diese Belastung gezeichneten 
Seillinie ai Hegen. 

Große Bedeutung haben Stützlinien ftlr die Berechnung von Stein- 
gewölben, die aus einzelnen Wölbsteinen zusammengefügt sind (Fig. 169}. 
Ist die Belastung eines Gewölbes derart beschaffen, daD man es als 
ebenes System (II) berechnen kann, so kann man s^en, daß das derart 
gefügte Gewölbe unter seiner Last solange im Gleichgewicht ist, als «cb 



Fig. 168. 
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iimerhalb der den GewOlbeschnitt b^rauenden Wäbllnien noch eine Stütz- 
linie zeiclmeD läßt Die StütEpnnkte liefen dann in den Gewölbefhgen. 
Stieng genommen gilt das oatürlich nur dann, wenn der Baustoff der 
Wülbstdne als unwandel- 
bar fest oder stair an- 
gesehen wird. Andem- 
faUs könnte das G«wölbe 
duich Drnckkräfte, die 
in den Richtungen der 
zugehörigen Seillinie wir- 
ken, zerstört werden. 
Bei sehr starker Neigung 
dieser Kraftrichttmgen 
g^ienüber den Pugen- 
richtongen wSre außerdem noch die Möglichkeit gegenseitiger Ver- 
schiebung einzelner Wölbsteine vorhanden. 

Es wird schließlicht nicht unnötig son zu bemo'ken, daß im allgemeinen 

Stüttlitam meht mit MittelkraftÜnün verwechult werden dürfen. Mittd- 

krafdinien sind nach vorigem entweder Seilecke oder Seillinien, während 

StUtzUnien aus diesen erst heimeltet werden. 

65. SeÜlinien fUr parallele stetige Lasten. 

a. Die Differential-Gleichung der Seillinie. Im Scheitel c 

sei die Belastung der Seillinie ac 

für die Längeneinkeii der X gleich 

q„ de^leichen in einem beliebigen 

Funkte der Koordinaten x, y gleich 

Denkt man sich die Belastung 



I 



I*— 
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durch entsprechende Eenkrechte Strecken e/ und mm' aufgetragen, so 
nennt man die FUidie mm'e'e die Belastungißäthe, die Ordinalen ^ die 
ßelasfungshöht und deien Gienzlinie mV die Belaitungslinie. 

<p sei der Winkel der ^-Achse mit der Tangente im Punkte m. 
Feiner sei ^ der Krümmnngshalbmesser der Seillinie ftlr m. Die 
Richtung von n schlieOt also mit der Senkrechten den Winkel <p ein. Die 
Gldchmig (53) [nnter 64) geht für den voili^enden Sondo-fall der 
FarallcikTäfte über in: 



f=ifyä'- 



Die Difftraitiai^Uuhwig der SeiUinie folgt ans der Bedisginig 






Das gibt, weil V ^ qx ist; 



dy^_qx 
ix H 

(33) 



Ans dem anlalydschen Ausdrucke flir den Krümmungshalbmesser 



.[■+i)t 



dx' 
läOt sich in Verbindung mit der Gleichung [33] ein Ausdruck fOr die 
Größe der Sekätelkraft ^ableiten. Setzt man nämlich fUr den ersten 
DifiTerential-Qnotienten wieder den Wert lang <p ein, so eihält man: 

,(^ 

oder 



«(&)=f+-»-^i^=^. 



i^, _ 



dx' (j cos^^ 
Dieser Ausdruck mit der Gleichung (33) verliehen gibt: 

Ä"=yecos>. (34) 

H ist aber konstant — als Folweite des zur Seillinie gehörigen Kraftecks 
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— deshalb «hält man die GröOe der Scbeitdkraft H auch aus der 
Gleichung 

S =!,<!., (3!) 

worin ^o den Krümmungshalbmesser fllr den Scheitelpunkt e bedeutet, 
wo 9? verschwindet. 

Die iu Gleichung [34} dargestellte wichtige Beziehung zwischen der 
GröOe der Scheitelkraft und der Gestalt von Seillinie und Belastung»* 
linie wird weiterhin noch verwertet werden. 

b. Die Sonderformen der Kreislinie und der Parabel. 
I. Die Kreislinie. Es 80U zuerst untersucht werden, welche Form die 
Belastnngslinie erhalten muO, damit die zugehörige SeiUinie als Kreis- 
linie erscheint. Die Beantwortung dieser Frage folgt unmittelbar aus 
den vorstehend abgeleiteten beiden Werten von H, wenn man dazu 
noch die Bedingung stellt, daß die Krümmung der Seillinie in allen 
ihren Funkten eine gleiche, d. h. ^ = ^^ sein solL Für ^ = ^^ er- 
gibt sich: 

In Verbindm^ mit der Gleichung (34J 

gibt dies die Bedii^ung 



Damit ist die gesuchte Gestalt der Belastnngslinie gegeben. Sie ist in 
der Fig. 171 aufgetragen für eine Halbkreis-SeiUinie. Die Belastongs- 
höhe f ergibt sich il imafh 
fllr die Punkte a und i des 
Halbkreises tmendlich groß, 
weil cos 90" ^ Null wird. 
Das bedeutet soviel wie : R-ai- 
tisck ist eine SeiUinie in der 
Gestalt eines Halbkreises mt- 
mSglick. Selbst fUreiuen Krns- 
b(^n, dessen halber Zentri- 
winkel ^=545" ist, ei^bt sich 
das gröQte 7 immer noch etwa 
dreimal größer als die Be- 
lastungshöhe g^ im Scheitel 
Aus diesem Ergebnis darf man folgern, daß für belastete Gewölbe 
die Halbkreisform im allgemeinen k^e günstige ist, weil es ohne 




Fig. 171. 
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besondere Mittel, d. h. ohne starke VergröHemng der Belastangshöhen nach 
den Punkten a und d hin, nicht möglich sein wird, in einem GewöUie- 
schnitt eine Sttltdinie einzuzeichnen. Weiter darf man folgeni, daß audi 
bei flacheren Gew^bebogen, wenn deren Mittellinie eine Kreislinie ist, 
eine SeQlinie mit der Mittellinie nur dann zusammen&Qen kann, n-enn 
die Gewölbebelastung nach der obigen Gleichimg (36) abgestimmt wird. 
Übn diese und andere wichtige Seillinien und Stiitzlinien betjefiende 
Fragen weiden im IIL Bande, bei dei Berechnui^ der Steingewölbe 
noch eingehendere Untersachnngcn gefUbrt werden. 

3. Die Parabel. Wenn die Belastongshöhen Überall gleich sind, 
wenn also q = q„, oder wenn die Belastung (wie man sagt] gleich- 
mäO^ Über die Schlußlinie (oder Rämpferlinie] ab vertolt ist, dann 
geht die Seillinie in eine Parabel über. 

Nach Gleichung (33) ist in i^esem Falle (Fig. 17a]: 



^y^ 



Vi 
' H ' 



Die Int^pation ergibt: 



Die Unveränderliche C verschwindet, weil fOr x > 
Somit vertreibt die Gleichung einer Parabel 



o auch y ^ o wird. 




Für Baukonstmktionen kommen namentlich solche Seillinien in Be- 
tracht, die zu beiden Seiten des Scheite^unktes symmetrisch liegen, für 
wdche also 
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'. = '. = '/. 

ist Für solche SeiUmien e^bt »ch aas 



daß auch k, «s A, sein maß (Fig. 173). 
Ab Stelle von h. = h, führt 




daim zweckmäßig die sog. SHih- 

höhe oder Pfeilhäfu / 

des Bogens im Scheitel 

1 imd erhält sodann: 



' 8/ 



(38) 



tmd als Gleichatig der 
Paiabel-Seillinie: 



4/«' 
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66. Beziehungen zwischen den Momenten und Quertoüften 
ebener TrSger. 

a. Die Vorzeichen. Die Belastni^ sei eine vnmitUliar wirkende 
(10) und bestelle ans beliebig gerichteten Einzelkräften K, sowie 
aus einer lotrecht zur Trägerachse gerichteten stetigen Last g, die 
gleichmäß^; oder ungleichmäßig Über- die Achse verteilt ist. Fig. 174 
veranschaulicht eine derartige Belastung, für welche also — weil ein 
ebenes System vorau^esetzt wurde — sämtliche Mittelkäfte, einschließlich 
der Stütsenir^te, in die Krafleiene der YZ sv liegen kommen müssen. 
Die lotrecht und wagerecht gerichteten Seitenkräfte irgend einer Kraft 
K im Funkte m seien Qm und J'm- Durch einen an beliebiger St^e 
O führten Querschnitt denken wir den Träger in zwei Teile zerlegt, die 
nachfolgend kurzweg der linie und der rechte Teil genannt werden 
sollen. Befindet sich nun der Träger unter seiner Belastung im Gleich- 
gewicht, so ist es gleich, welchen seiner beiden Teile Tnqt> betrachtet, 
weil sowohl fUr den lioken ab auch für den rechten Teil der Einfluß 
der äußeren Kräfte auf die inneren Kräfte des zugehörigen Querschnittes 
gleich groß ist Es ist also auch gleich, ob man die äußeren Kräfte 
des linken oder des rechten Teiles zusammensetzt: die erhaltenen Mittel* 
kräfte erzeogen im betrachteteten Querschnitt eineriei Spannui^en. 
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Bei der Zuaammenaetzniig im Schwerpunlcte des Querschnittes 
nbält man eine Querkraft tuod ein Moment. Dit Querkraft ist die 
Mittelkraft aller auf dm betrachteten Trägerteil wirkenden äußere» 
Kräfte Qm% eiMSchüeßUch der Stüisenkräfte. Sie gilt als positiv, wenn 
sie auf den Unken Teil nach oben wirkt, woraus folgt, daß sie bei gleicher 
Richtung für den rechten Teil negativ au nehmen ist. 




Flg. 174. 



Dadurch ist auch das Vorzeichen des Monientes festgel^ Ist 
DSmlidi Q die Qaerloaft des linken Teiles und ihr Abstand vom Quer- 
schnitt gleich Sg, so ist das Moment 

M=Q,„. (40) 

Sucht Q den linken Teil rechts zu drehen, so ist die Querkraft positiv, 
also ist auch das Moment M rechtsdrehend als positiv zu nehmen. 
Ein Moment, das den rechten Teil rechts zu drehen sticht, ist danach 



Bei gleichem Sinne haben sowohl Moment als auch Querkraft ver- 
schiedene Vorzeichen, je nachdem sie Mittelkräfte des linken oder des 
rechten Trägerteiles sind. 

An obigen Beziehungen zwischen J/'und Q ändert sich nichts, wenn 
zu den lotrecht wirkenden fioilercn Kräften noch eine Achsenkraß P 
hinzukommt, deren Richtung mit der wagerechten Trägerachse zusammen- 
fällt Das Vorteichen der Achsenkraft wird dann gewöhnlich positiv 
gerechnet, wenn diese auf den linken Teil nach links oder auf den 
rechten Teil nach rechts gerichtet ist. 
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b. Die Differentialquottenten des Momentes. Das Moment 
fllT einen Querschnitt im Abstände a vom linken Ende A des Trigeis 
ist Dir den linken Teil 



= Q'o =^c-(<» - «-) +yä,{ 



worin Mm die Abszisse irgend eines Angri&punktes m einer Sätenkraft 
Qm (oder eines StUtzendrackes) und z die Abszisse der stetigen Last 
fd» bedeuten. Ferner ist 



in der Entfemm:^ a ■+■ 



r einen Querschnitt in der Entfemoi:^ a -\- dt ist danach 



unter der Voraussetzung, d<^ auf dem hmtukommtnden Trägerteil ds 
keine Eintelkraft angreift. Daraus folgt 



Ferner ist 
woraus fo^ 



dQ = - ,A, 




M-\- SM— e». + <idt 


d% ^ 


-^=.e = .. 



(4») 



(43) 

In Worten: Die Qutrkraft ist gleich dem positiven ersten und die stetige 
Last für die Längeneinheit ist sowohl gleich dem negativen tweilen Diffe- 
renüalquetienten des Momentes als auch gleich dem negativen ersten Diffe- 
rentialquotienten der Querkraft. 

Aus Gldchung (43) folgt für Ö ^ o weiter: Das Moment erreicht 
seine Grenimerte in Querschnitten, für welche die Querkraft verschwindet. 
Aus der Gleichung (41) folgt schUeOlich für 7 = o durch Initiation: 

Für eine bloße Belastung durch Eimelkräfte, wenn also q ver- 
schwindet, ist die Querkraft zwischen zwei benachbarten Eintelkräften un- 
veränderlich und daher ist das Moment auf dieser Strecke in Bezug auf 
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z vom ersten Grade. Gn^hisch läßt sich also in diesem Falle Q durch 
eine Staffellinie und M durch ein Vieleck darstellen, wobei die Ecken 
in die Richtungen der Einzelkräfte fiallen. 

67. Darstellung der änOeren Krfifte ebener Träger. 

a. Unmittelbare Belastung. 




r. Etnteäasten (Fig.iT$). DieEinzel- 
lasten wiiken senkrecht zur Trügerachse 
AB. Zwischen ihren Bichtimgen ist 
mit Hilfe eines Kiaftecks ein Seil- 
eck gelegt, dessen SchluOlinie, parallel 
ins Krafteck Übertragen, die Kraftlinie 
nach dem Veriiältnis der StQtzenkräfte 
^ und -ff teilt [48 und 49). Das 
statische Moment Jf, fUr den beliebig geführten Schnitt /,/, ist (nach 61) 
dann mit 
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anzoBchrciben, worin i;, die Höhe der Momentenflächc im Schnitt und 
H d«n (im allgemcinCQ beliebig z& wählenden) FoUbstand des Kialtecks 
bedeuten. Praktisch ist H in runden Zshlen anzunehmen tind dabei 
nicht zu groD, weil sonst die Seileckseiten sich unter zn fitzen Wnkdn 
schneiden. 

Die Loge der Mittelkraft aller am Seileck wirkenden Einzelkräfte für 
da) Unks von t^t^ liegenden Trägerteil, d. h. also dU Lage der Quer- 
kraft Qj, ist bestimmt durch den Schnittpunkt t, der an den Schnitt 
/,tj stoßenden (ätiüerenj Seileckseiten. Es ist daher 

Q^t, = M, = Ifri,. 

Q, ist positiv. Das ergibt sich graphisch ans dem Krafteck (62), weil 
dort der zur Seileckseite zwischen I und II gehörende Strahl oberhalb 
der Parallelen s zur Schlußlinie MegL. Es folgt anal^sch aus 

Q^ = A — \. 

FUi den beliebig geführten Schritt tj, verläuft die Querkraft Q, (wie 
eben ang^eben) durch den Schnit^unkt s, der betreffenden äußeren 
Seileckseiten. Q, ist negativ für den linken Trägertal 

e. = ^ - (i + n) , 

weshalb im Krafteck der Strahl n und m unterhalb von s zn liegen 
kommt. Es ist femer 

- 0.(- ^.) = + 0.«. = M,= Hri, 

für den linken Teil. 

Die Darstellung der Quei^flfte erfolgt bequem mit Hilfe des Kraft- 
ecks derart, daß man durch alle Teilpunkte der Kraftlinie Wagerechte 
zieht. Diese schneiden auf den betreffenden Richtungen der Einzelkräfte 
die Querkraftstrecken [im Maßstäbe der Kraftlinie] ab, wie es in der 
Fig. 175 veranschaulicht ist. 

2. Gleichmäßig stetige Lasten. Die Momenienfiäche bildet hier (nach 
65b) eine Farabelfläcbe, deren Sehne lib' (Fig. 176) die Schlußlinie des 
zi^ehörigen umschriebenen Seilecks vorstellt. Das größte Moment findet 
im Scheitelpunkte statt Es ist 

wenn ij« die Höhe der Momentenfläche in der Trägermitte ist. Es ist 
aber nach Gleichui^ (38) auch: 



g9- kOtielkillf» für parallele Dud flli stetige Luten. i6l 



-*^ 



(44) 



Ftii einen praktischen Fall zeichnet man die Parabel a'cb' am einfachsten 
(in bekannter Weise) mit Hilfe der Geraden wa' und ni> , ztrischen 




denen man eine andere Gerade gg derart verschiebt, daß ihre Endpunkte 
/und/ immer um gleiche Strecken auf der na' und nb' fortschreiten. 
Man erhält dann ein die Parabel umhüllendes Vieleck, das mit demjenigen 
Seileck zusammenfällt, das mit Hilfe eines Kraftecks gezeichnet wird, 
dessen äuOere Polstrahlen parallel den Geraden nä und nb' verlaufen. 
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Will man die statischen Momente aus der gezeichneten Parabelfläche 
unmittelbar als Höhen ij abgreifen können, so muß H ^\ gesetzt 
werden. Dann ist [nach Gl. 44) 



oder 
d.h. 



_?^ 



Die Querkrä/Ie sind hier fUr einen Querschnitt im Abstände s von 
der linken Stütze und für den linken Teil aus der Gleichung 
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Flg. 177. 
zu berechnen. Ihre Darstellung gibt, wie Fig. 177 veranschaulicht, eine 
gerade Linie, deren Endordinaten gleich ± ?— sind und welche die 
Trägerachse in ihrer Mitte schneidet. Somit ist (dem Satze unter 66b 
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eotsprecheDd) die Querkraft gleich Null in demjenigea Querschnitte, für 
welchen das Moment seinen Grenzwert erreicht, 

b. Mittelbare Belastung. 

I. Einzellasien. Wie (unter 10) dargelegt, erfolgt die mittelbare Be- 




5 Trägers derart, daß die 
Lasten in denjenigen Trägers teilen 
angreifen, auf welche sie durch sog. 
Querkonstruktionen übertrs^en werden 
{vergl. dazu auch Fig. 12, S. 19). 
In der Fig. 178 sind an diesen Fig- «79' 

Stellen, die genau genug als mathe- 
matische Punkte angesehen werden dürfen, die lastübertragenden Quer- 
träger (in ihrem Querschnitte) eingezeichnet. 
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Aus der geschilderten Art der Lastübertragung geht zunächst ohne 
weiteres hervor, daß der Trüger so belastet anzusehen ist, als ob in 
den Quertrigeipunkten Einzelkräfte wirkten, deren Größe man durch 
einfache Zerlegung der Lasten I bis III bestimmen kannte. Man kann 
aber Momente und Querkräfte graphisch darstellen, ohne eine solche 
Zerlegung vorher vorzunehmen. Das geschieht wie folgt. 

Man zeichnet zuerst die Momentenfläche so, aJs ad in den Punkten 
1 bis 4 keine Querträger vorfianden wären. Dann erhält man eine 
Momentenfläche, deten Ecken in die Richtungen der gegebenen Einzel- 
kräfte I bis ni fallen. Jetzt beachte man, daß damit die Momente an 
den Querträgem bereits richtig gefunden sind. Um dies zu erkennen, 
denke man jede in ii;gend ein Querträgerfeld fallende Last in zwei 
Seitenkräfte zeiiegt, die in den beiden zugehörigen Querträgerpunkten 
angreifen. Dadurch können sich die Stutzendrücke A und B nicht 
ändern, folglich ändern sich auch die statischen Momente in Bezug auf 
die beobachteten beiden Querträgerpunkte nicht, weil ja auch Lage und 
Zahl der außerhalb des zugehörigen Feldes gegebenen Lasten miverändert 
bleiben. 

Nach den Sätzen unter 66b ist aber weiter das Moment in den 
Strecken zwischen zwei Querträgerpunkten durch einen analytischen Aus- 
druck vom ersten Grade darzustellen. Man braucht deshalb nur die 
Querträger-Senkrechten mit dem Seileck der Momentenfläche zum Schnitt 
zu bringen und die Schnittpunkte durch Gerade zu verbinden, wie es 
in der Fig. 178 geschehen ist, so erhält man die gesuchte Momentenfläche. 

Um jetzt die Querkräfte zu finden, überträgt man zuerst die Paral- 
lelen zu den neuen Seileckseiten in das Krafteck. Dadurch hat man, 
wie in Fig. 179 veranschaulicht ist, die Zerlegung der Lasten I bis III 
in je zwei auf die benachbarten Querträgerpunkte fallende Seiten- 
kräfte wirklich durd^efuhrt. Denn jede der Seileckseiten der Felder 
I — 3, 2 — 3 und 4 — B ist aufzufassen als SehlußUme eines Dreieck- 
Seilecks, mit deren Hilfe (in bekannter Weise) die im Felde liegende 
Last in jene Seitenkräfte zerlegt worden ist. Zieht man schließlich (wie 
in Fig. 175} durch die Teilpunkte der Kraftlinie des Kraftecks Wage- 
rechte, so schneiden diese auf den Querträger-Senkrechten die gesuchten 
Werte der Querkräfte ab. 

2. Gleichmäßig stetige Lasten. 

Die Darstellung ist hier im wesentlichen die gleiche, wie sie soeben 
für Einzellasten beschrieben worden ist. An Stelle der Einzellasten tritt 
hier in jedem Querträgerfelde eine Mittelkraft der betreffenden stetigen 
Feldlast auf. Alles übrige ist aus der Fig. 180 zu entnehmen. 
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c. Einfluß der mittelbaren LastUbertragung. Wie aus den 
vorstehenden Ausfllhrungen und namentlich auch aus den Darstellungen 
in den Fig. 17g — 180 zu ersehen ist, fallen unter sonst gleichen Um- 
ständen sowohl Momente als Querkräfte bei mittelbarer Übertragung 
anders aus als bei unmittelbarer. Bei stetig wirkenden Lasten [Fig. iSo) 
tritt in allen Feldern eine Verkleinenmg der Momente ein, während für 
Einzellasten die Verkleinerung nur in belasteten Feldern stattfindet 




Fig. i8a 

(Fig. 178). Die Momentenfläche für stetige Lasten ist stets ein einer 
Parabel eingeschriebenes Vieleei, wobei die in den Querträger-Senkrechten 
liegenden SeHeciptinktc in der Parabel liegen. Bei gröOeren Konstruktionen 
bildet die mittelbare LastUbertragung die Regel. 



Dritter Abschnitt. 
Innere Kräfte der Siabwerke. 

% 10. Ebene starre Stabwerke. 

Nachstehend sollen die verschiedenen Methoden zur Berechnung der 
unter einer ständigen Belastung entstebendeu Stabkräfte vorgeführt werden. 
Nach den Erklärungen unter (28) gilt dabei die Bezeichnung ^siarr* 
als gleichbedeutend mit ^statisch bestimmt*. Ein starres Stabwerk be- 
sitzt keine überzähligen Stäbe, andernfalls ist es •überstarr' oder sta- 
tisch unbestimmt (35). 

Hauptsächlich werden zunächst diejenigen Stab werke in Betracht 
kommen, die kein Grundtck enthalten, die also, wie bereits unter (30j 
ausflihrlich dargelegt wurde, durch fortgesetzte Beseitigung von zwei in 
einem Knoten anstoßenden Stäben auf ein Grunddreieck zurückgeführt 
werden können. Die Berechnung der Grundecke wird im folgenden 
Paragraphen besonders vorgeführt. 

68. Berechnung der Stabkräfte nach Ritter. 

a. Das Verfahren im allgemeinen. Ritter') hat sein Verfahren 
zuerst in seinen Vorträgen an dem früheren Polytechnikum in Hannover 
eingeführt (i86o]. Das Verfahren stützt sich auf den Momentensatz 
(49—50), nach welchem im Gleichgewichtsfalle die Summe der statischen 
Momente von äußeren Kräften in Bezug auf einen beliebigen Punkt 
der Ebene gleich Null ist. Dabei denkt man sich das Stabwerk durch 
einen Schnitt in zwei völlig voneinander getrennte Teile zerlegt (13} 
und außerdem in jedem der durchschnittenen Stäbe die innere Kraft 
durch eine im Schnittpunkte in der Stabachse angebrachte äußere Kraft 
derart ersetzt, daß die Eisatzkräfte mit den sonstigen auf den betrachteten 

') Aug. Kitter, Elemcatare Theoiie and Berechnung eUemei Dach- and 
Brückenkonstraktionen, 1863; 5. Auflage 1894. 
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Subwcrktcil wirkenden äußeren Kräften Gleichgewicht halten. Liegen 
dann nicht mehr als drei unbekannte Stabkräfte im Schnitte, so stehen im 
allgemeinen drei Momentengleichungen zur Verfügung, aus denen die 
Unbekannten zu beiechncn sind, wenn dazu ärei verschiedene Momenten- 
punkte benatzt werden, von denen jeder durch zwei Richtungen der 
Unbekannten getroffen wird. Schneiden sich die durchschnittenen Stäbe 
in einem und demselben Punkte, so ist [nach 49j die Zerlegung einer 
Einzelkraft nach diesen drei Richtungen eindeutig nicht möglich. 

Ein Beispiel möge das Verfahren näher erläutern. Ein Stabwerk ist 
durch den Schnitt // in zwei Teile zerlegt worden [Fig. 181). Die 




Spannlu'äfte der durchschnittenen Stäbe seien X, K, Z. Ihr Richtungs- 
sinn ist noch unbekannt; die Ersatzkräfte sind daher vorläufig (vom zn- 
gehörigen Knoten ab nach außen gerichtet] als positive oder ZugitäiK 
eingezeichnet. Lage und Größe der Mittelkraft R aller sonstigen den 
betrachteten Stabwerkteil betastenden äußeren Kräfte sei gegeben oder 
ermittelt worden. Die Verlängerungen der Richtungen YanAZ, A'und 
Z, sowie der X und Y geben der Reihe nach die Momentenpunkte 
X, y und a. 

Die Momentengleichungen lauten also: 
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flii x: +X.a + X.r^=o 
fllr j': + y. i — S.r, =0 


3arau 


» folgt; 


flir s: — Z .e + £ . r, =0. 



Im aUgemeiDen ergibt sich daians die Regel: GUUher Drehsinn der 
Momente zeigt negative, ungleicher Drehsinn teigt positive Stabkraß an. 
b. Besondere Fälle. 

I. Wenn in dem Schnitte mehr als drei unbekannte Staikräfte ge- 
troffen werden, so ist die uomittelbarc Bestimmung einer der Kräfte 
nur dann möglich, wenn außer der 
gesuchten die Richtungen aller an- 
deren Unbekannten sich in einem 
und demselben Punkte schneiden. 
So findet sich in der Fig. i8a die 
Stabkraft X aus 

— X.a-\~ R . r = o 

eis Zugkraft X = ~^— ■ 

Andernfalls kann die Aufgabe häufig 
durch das Legen mehrerer Schnitte ge- 
löst werden, wobei zuerst an anderer 
Stelle ein Schnitt zu flihren ist , der nur 
drei Unbekannte trifft Das veran- 
schaulicht folgende ^^i^d^^fFig. 183): 
Ein ebener Dachbinder ist in den Stutzpunkten 6 und 7 mit Hilfe 

zweier Gelenke an einer Wand befestigt und trägt in den Knoten i 

und 4 je eine Last. Wie groß sind die Stabkräfte 3 — 7, 3 — 5, 4 — 5 

und 4 — 6? 

Legt man durch die Richtungen der gesuchten Kräfte einen Schnitt 

//, so kommen darin vier Unbekannte vor. Zwei davon, nämlich 




Flg. i8a. 
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3 — 7 = Z und 4 — 6 = W Ü^en aber auch im Schnitte Ü, der 
nur drei Unbekannte trifit Bestimmt man also aus dem Schnitte ü 
entweder Z oder W, so ItSst sich damit auch die gestellte Aufgabe für 
den Schnitt tt. Wählt man W, so er- 
hält man: 

+ »'■,* + /'. -- = 

3/i ' 

wenn die in der Fig. 183 eingeschriebenen 
Hebelarme eingesetzt werden. 

Nunmehr blei- 
ben im Schnitt // 
nur noch die drei 
Unbekannten X, 
y, Z, die in be- 
kannter Weise ge- 
funden werden. 
Für Z und für Mo- 
mentenpunkt 5 
findet man z. B.: 
Fig. 183. 




— Z a^-W \-P. h.P, ■ - = o. 

344 

Setzt man den gefundenen Wert von W ein, so folgt: 

z = \,-,p, + p,)-L 

4fl 
wie man unmittelbar auch ans dem Schnitte tt findet. 

3. Wenn in einem Schnitte nw zwei Stabkräfte getroffen werden, 
so muß die Richtung der Mittelkraft R aller äußeren Kräfte durch den 
Stabknoten verlaufen, in welchem die beiden betrachteten Stäbe zu- 
sammenstoßen. Ist dieser Stabknoten belastet [Fig. 184), so ist die 
Knotenlast P ihrer Größe nach die Mittelkraft aller übrigen äußeren 
Kräfte (64), die also auf den nicht betrachteten Stabwerkteil wirken. 
Ist der Knoten nicht belastet, so verschwindet die Mittelkraft, woraus 
folgt, daß auch die beiden betrachteten Stabkräfte gleich Null sind. 
War aber in diesem Falle der Knoten das Scheibengelenk g (16 und 31} 



1 70 Dritter Abscbnltt. Innere Krfifte dei Stabwerke. 

emes zusammengesetzteD Stabwerkes [Fig. 185', so erhalt er seine Belastung 
durcli die Belastung der anstoßenden Scheiben, deren MittelktaftUnie 
durch g verlaufen muß (58—59). 





Fig, 185. 



3. Wenn zwei geschnittene Stabrichiungen parallel "bMieo, fällt der zu- 
gehörige Momentenpunkt ins Unendliche. In diesem Falle kann die Spann- 
kraft des dritten vom Schnitte getroffenen Stabes ohne Benutzung unendlich 
großer Werte nicht aus einem Momente berechnet werden, das auf den 
unendlich fernen Punkt bezogen wird. Will man also das Verfahren 
von Ritter durchführen, so berechne man zuerst die beiden unbekannten 
Stabkräfte. deren Richtungen parallel sind und danach die dritte 
Stabkrail. 




i^"T 



Die Spannkräfte O und U, deren parallele Riditungen um die Höhe 
h voneinander abstehen (Fig. 186), berechnen sich wie fo^: 



wenn mit M^ und ^/j die betreffenden statischen Momente der Mittel- 
kraft R in Beziehung auf die Knotenpunkte 4 und 3 bezeichnet werden: 



D bestimmt man am einfachsten aus der Momentengleichung flir den 
Schnittpunkt n von R und U. Man erhält: 

Oh-\- DQ = a 
oder 

oder 

wenn a der Winkel ist, den die Richtung von D mit der Richtung von 
R einschlieOt. Dies Ergebnis wäre einfacher zu haben gewesen, wenn 
man D in zwei Seitenkräfte zerlegt hätte, von denen die eine in die 
Richtong von O und die andere in die Richtung von R fiele. Aus 
den Gleichgewichts-Bedingungen folgt dann ohne weiteres: 

Ö + £/-l-Usina = o 
und 

R — D cosc ^ o . 

69. Das graphische Schnittverfahren nach Culmann'. 

Der CuLMANN'sche Satz von der Zerlegung einer Kraft in eine gleich- 
wertige Gruppe von drei Kräften oder seine Umkehrung durch die 
Zeichnung eines geschlossenen Kraftvierecks ist bereits unter 49 und 51 
vorgeführt und durch viele Anwendungen (darunter auch ein einfacher 
räumlicher Fall) erläutert worden. Das Wesen des CuLMANN'schen Ver- 
fahrens darf danach als bekannt vorausgesetzt werden. Nachstehend 
handelt es sich nur noch darum, einige besondere Anwendungsfalle 
durchzusprechen. 

I. Zuerst soll die in Fig. 181 gestellte, nach Ritter's Verfahren 
behandelte Aufgabe noch einmal mit Hilfe der Kraftvieiecke nach 

' C. CuuiANN, Die graphiiche Statik. 1864. 
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CuLMANN graphisch gelöst werden {Fig. 187 — 88). Das Kraftviereck aus 
den Kräften R, X, Y und Z ist in der Fig. 188 in drei verschiedenen 
Zusammensetzui^en gezeich- 
net, wobei nacheinander H mit 
X, mit Y und mit Z verbunden 
wurde. DiezugebärigenSchnitt- 
punkte dieser drei aus je zwei 
^ Kräften bestehenden Grup- 
^\ pen sind x, y und *'; die 




Richtungen ihrer Mittelkräfte sind xx', yy' und sz, wofür im Krafteck 
die Bezeichnungen a', V und c' gesetzt worden and. 
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Wenn man dem Richtimgssinn des Kräftezuges in jedem der ge- 
gezeichneten drei Kraftvierecke verfolgt, so ergeben sich: 

A' als ein Druck, 
y - - Zui, 
Z - - Zug. 

Dabei ist jede der drei Stabkräfte dreimal bestimmt, was eine Nach- 
prUfting der gefundenen Ergebnisse sehr erleichtert. In diesem Um- 
stände darf man einen nicht wohl zu unterschätzenden Vorteil des 
CüLMANN'schen Verfahrens gegenüber demjenigen von Ritter erblicken. 
3. Wenn die Schnittpunkte eines der tu verbindenden Paare ungunstig 
liegen, so kann man das Krafteck mit Hilfe einer vorherigen Zerlegung 
von S zeichnen. Z. B. sei die Verbindung 
a S mit X sowohl als auch mit Z (in der 
Fig. 189) nicht auszufahren, weil die zuge- 
hörigen Schnittpunkte gar nicht oder doch 
schwer zu haben sind. Man zerlege des- 
halb R in einem beliebigen Punkte / in 
zwei Seitenkräfte R' und R!', von denen die 
eine nach dem Angriffspunkt m von X und K, 
die andere nach dem Schnittpunkt n von Z 
und Y gerichtet ist. Dann muß 
einerseits die Mittelkraft von R! 
und X iavi und andererseits von 
Ä" und Z in n mit der Kichtung 
der Stabkraft Y zusammen &llen. 
Durch diese Bedingung ist das 
Kraftviereck (Fig. 190) gegeben. 
X und Z findet man daraus un- 
mittelbar, und y als Differenz der 
Werte Y' und Y", die einerseits 
'~ ~-— -^ *"* "^^ Wirkung von Ä' und X 
"^ in M und anderseits von R" und 
^Z- «90- Zinn hervorgehen. F' = -J- 7]^ 

und V ^ — m,«,, also 

y=y' — Y" = + 7^,. 

Wenn zuf^ig die Richtung der Mittelkraft R parallel zu den Rich- 
tungen von X und Z ausfiele, so würde das Krafteck o/^m, in eine 
Kraftlinie om, übergehen. Es ergäbe sich dann: 
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;. Das obige Verfahren von Culmann findeE weiterhin noch viel- 
fache Verwendung, namentlich wenn es nur darauf anliommt, 
aus der gegebenen Mittelkraft der äußeren Kräfte für einen 
V bestimmten Schnitt drei unbekannte Stabkräfte zu finden. 

^^^ Solche Fälle liegen vor, wenn die Mittelkraftlinie vor- 

^^^ banden ist oder doch leicht gezeichnet werden 

^., kann, wie dies (unter 58—59) schon gezeigt 

^^ wurde. Handelt es sich aber darum, in 

^s_ einem Stabwerk sämtliche Stahkräfte zu 

^"^ bestimmen, so eignet sich daiu das 

">^ CuLMANN'sche Verfahren wenig, 

^^^ wenn in allen Knoten belie- 

'^ bige Lasten angreifen, weil 

dann fUr jeden Schnitt 
\ **v erst die Mittelkraft 

\ "^^^ ihrer Größe 

1 \^ und Lage 




nach gefunden werden muß, ehe das zugehörige Kraftviereck gezeichnet 
werden kann. Wenn dagegen für eine große Zahl von Schnitten Größe 
und Lage der Mittelkraft unverändert bleibt, dann lassen sich nach 
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CuLHANN alle zugehörigen Kraftvierecke leicht zeichnen und von einem 
beliebigen Pole ans übersichtlich zusammenlesen, wie es nachfolgend 
an einem Beispiele veranschaulicht wird. 

Ein Träger [Fig. 191} ist im Knoten durch einen senkrechten 
Stüizenstab, im Knoten 10 durch ein festes Gelenk an die Erdscheibe 
geschlossen. Er trägt nur eine Einzellast P im Knoten 2. Die Stützen- 
kräfte A und B ergeben sich (in bekannter Weise) im Krafteck der 



O'X 




Fig. 192. 

Jilg. 193, rechts vom Pole O, mit Hilfe des Schnittpunktes n von A 
und /"in Fig. 191. Sodann sind vom Pole O aus alle fUr die Dar- 
stellung der Kraftvierecke notwendigen Parallelen zu den Stabrichtungen 
vorweg gezogen. Das sind die Parallelen zu o — i, i — 3, 3 — 5, 5 — 7, 
7 — 9 dei Untergurtstäbe des Trägers und die Parallelen 3', 5', 7' und 9' 
die vom Knoten 10 nach dem UntergurtknoCen 3, 5, 7 und 9 tllhren, in 
deren Richtungen also nacheinander die Mittelkräfte von Paaren der 
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durchschnittenen Stäbe (i — 3 tind 2 — 3, 3—4 und 3—5, 3—5 und 
4 — 5, 5 — 6 und 5—7, 5 — 7 und 6—7 usw.) liegen. In die Richtungen 
3', 5' und 7' fallen auch die Mittelkräfte der mit der Stützenkraft B 
verbundenen Stabkräfte * — 4, 4—6, 6 — 8 und 8 — 10. 

In der Fig. 192 wurde zuerst das Kiaftviereck aus B und den drei 
vom Schnitte /, t^ getroffenen Stabkräften gezeichnet Darauf wurde der 
Schnitt /,/, gelegt und ein zweites Kraftviereck gebildet, worin die im 
ersten Kraftviereck bereits gefundene GroQe der Stabkraft 3 — 4 noch 
einmal vorkommt. Die DurchschnittapunkCe der Parallelen 3', 5', 7' 
und 9' sind Festpunkte für die Nachprüfung der erstmalig gefundenen 
Wandstabkräfte. Diese sind der Übeisichtlichkeit und des besseren 
Vergleichs mit dem Trägerbilde halber in der Fig. 191 mit roter Farbe 
eingetragen, während Ä, B und P durch starke schwarze Linien hervor- 
gehoben worden sind. 

Nachdem in solcher Weise unterhalb des Poles O die Stabkräfte 
des Trägers rechts vom Schnitte /, f, dargestellt sind, ist oberhalb von 
O noch ein letztes Kraftviereck für A und die im Schnitte tj^ liegenden 
drei Stabkräfte gezeichnet worden. Dabei fand wieder eine Nachprüfung 
des unterhalb von hegenden Kraf^lanes insofern statt, als die Stab- 
kraft I — 3 sowohl im ersten als auch in dem zuletzt gezeichneten 
Kraftecke vorkommt 

Der so gezeichnete CuLMANN'sche Kräfteplan (Fig. 191) enthält in 
seinem geschlossenen Gebilde rechts von O das schwarz dargestellte Kraft- 
eck der drei äußeren Kräfte und links davon sämthche Stabkräfte des 
Trägers, jede Kraft nur einmal vorkommend, wobei die Untergurtkräfte 
von und die Obergurtkräfte von (?, je in einem Büschel ausgehen, 
zwischen dessen Strahlen die rot dargestellten Wandstabkräfte in timtn 
zusammenhängenden Parallelensuge erscheinen. 

70. Kräftepläne nach Bow, Maxwell und Cremona. 

a. Allgemeine Eigenschaften. Unter 29 ist bereits ausführlich 
dargelegt worden, wie ein einfaches Stabwerk, das kein Grundeck ent- 
hält, durch fortgesetzte Beseitigung von zwei in einem Knoten an- 
stoßenden Stäben auf ein Grunddreieck zurückgeführt werden kann. 
Die einfachsten Stabwerke solcher Art sind die Dreieck-Stabwerke (26)- 
FUr ein derartiges einfaches Stabwerk, das kein Grundeck enthält, kann 
man ohne Anwendung des Schnittierfahrens, und für jede beliebige stä»- 
dige Belastung einen einzigen Kräfteplan zeichnen, in welchem alle Kraft- 
ecke der einzelnen Knoten des Stabwerkes zu einem einzigen geschlossenen 
Krafteck vereinigt sind und zwar derart, daß jede Stabkraft und jede 
äußere Kraft nur einmal darin vorkommt. Außerdem gelangen die 
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GleichgewiclitB-Bediiigiiiigen in diesem Kraftplane insofern gn^hisch 
zum Ausdradc, als seine eigentliche Grundlage von dem geschlossenen 
KraAecke dei äußeren Kräfte gebildet wird, von dessen Ecken die zu 
den Umfangstäben des Stabwerkes parallelen Strahlen ausgeben, zwischen 
denen ein den Wandstabrichtungen entsprechender Parallelenzug alle 
Kraftecke der Einzelknoten zum Schluß bringt. 

Die erste Anweisung, derartige Kräftepläne zu zeichnen, gab der 
En^änder Bow. Wissenschaftlich wurden sie zueist von Maxwell* be- 
handelt. In umfassender Weise untersuchte dann Creuona' ihre geo- 
metrischen Eigenschalten, und dadurch erst sind weitere technische 
Kreise aof ihre große Bedeutung für die graphische Statik aufmerksam 
geworden. Man nennt die Kraftpläne deshalb nicht ganz mit Unrecht 
Crtmona-PIäne, obwohl namenüich der große Theoretiker Maxwell, 
gegenüber Ckemona, ältere Urheberrechte beanspruchen dürfte. 

Es kann nicht der Zweck des vorliegenden, praktischen Zwecken 
dienenden Buches sein, die Eigenschaften der Kräftepläne nach den 
Schriften von Maxwell und Cremona ausführlich klarzulegen. In dieser 
Beziehung muß auf die LiteraturqueÜen verwiesen werden. Es wird 
genfigen, die Kräftepläoe an einigen allgemeinen Beispielen zu erläutern 
und dabei auf die Grundsätze hinzuweisen, nach denen das Auftragen 
der Pläne erfolgen muß, wenn diese vollkommene Cremona-Fläne vor- 
stellen sollen. 

Eine Eigentümlichkeit der Pläne liegt in der wechselseitigen Be- 
ziehung, die zwischen dem Stabwerk und dem Kräfteplan besteht: /eäe 
Seite des einen Gebildes ist parallel tu einer Seile des anderen; ebenso 
entspricht jeder Ecke in dem einen Gebilde ein Vieleck in dem anderen. 
Man könnte deshalb ebensogut zu dem gegebenen Stabwerk einen 
Kräfteplan zeichnen, wie aus einem gegebenen Kiäfteplan die Gestalt 
des zugehörigen Stabwerkes ableiten. Wegen dieser wechselseitigen 
Beziehung bezeichnet man Stabwerk und Kraftplan als reziproke geome- 
trische Gebilde. 

b. Beispiele und Regeln ftir die Anwendung. 

1. Das zu untersuchende Stabwerk sei in den fm/aH^iknoten be- 
liebig belastet Eine Belastung von Wandknoten möge vorläufig aus- 
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gescblOBsen werden. Um sich davon zu überzei^n, daß das System 
auch wiitüch im Gleii^emcht steht, ist einerseits das geschlossene 




Kiafteck der äuOcren Kräfte 
gezeichnet und anderseits ist 
zwischen den Krafbrichtungen 
I bis 7 mit beliebigem Pole 
ein geschlossenes Seileck 
gelegt. 

Die Umfangsstäbe des Stab- 
werkes in Fig. 193 sind in 
roten und die Wandstäbe in 
grünen Linien gezeichnet, da- 
mit aus dem Vei^Ieich mit 
dem Kräfteplan der Fig. 195 
leichter zu Übersehen ist, wie 
die Parallelen zu den Umfangs- 
stäben von den Ecken des 
geschlossenen Kraftecks der 
sieben äußeren Kräfte aus geben 
and wie dazwischen die Parallelen zu den Wandstaben einen zusammen- 
hängenden Linienzug bilden, der den Kräfteplan geschlossen macht. 
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Das Zeichnen des Kräfteplanes b^innt danach mit der Darstellung 
des geschlossenen Kraftecks (i — 7) in Fig. 195. Darauf werden die 
Umfangsparallelen gezogen und zwar derart, daO zu einem im Stab- 
weik zwischen zwei aufeinanderfolgenden Lasten liegenden Umfongsstabe 
im Kiäfteplane zwischen den nämlichen Lasten die Parallele gezo^tn 
wird. Z. B. zwischen den Lasten 3 und 4 liegt im Stabwerk der Um- 
fai^^tab 3 — 4, also wird im Kräfteplan die Parallele 3 — 4 von der 
zwischen den Lasten 3 und 4 liegenden Ecke aus gezogen. 

Hat man in dieser Weise sämtliche Um fangsparallelen des Kräfte- 
plans eingetragen, so bringt man zueist diejenigen Kiaftecke darin zum 
Schluß, die zu solchen Knoten des Stabwerks gehören, in denen nur 
zwei Stäbe anstoßen. Das 
sind im vorliegenden Falle 
die Knoten 1 und 4. An 
diese Knoten grenzen im 
Stabwerk die mit a und e 
bezeichneten Dreiecke, des- 
halb sind die von den zu- 
gehörigen Umfangsparallelen 
im Kiäfteplan gebildeten 
Ecken ebenGalls mit a und e 
bezeichnet. FürAußlnger ist 
es ratsam, sich durch den 
Vei^eich der Fig. 193 und 
195 davon zu Überzeugen, 
daß die Parallelen zu den 
drei Seiten der Stabwerk- 
dreiecke a und e sich in den 
zugehörigen Ecken a und e 
des Kräfteplanes schneiden 

müssen und daO dementsprechend der zu den Wandstäben gezogene 
Parallelenzug aie/ie in a und e den Kräfteplan schlieOen muß. Außer- 
dem ist durch obigen Vergleich zu beobachten, wie gleichermaOen mit 
a und e auch die Paiallelen zu den Seiten der Stabwerkdieiecke ^, 
£ und d sich in den Eckpimkten &, c und d schneiden müssen. 

Hat man den Kräfteplan derart aufgezeichnet und zum Schloß ge- 
bracht, so enthält er alle sieben Kraftecke der Knoten i bis 7, wobei 
jede Kraftseite gleichzeitig zwei Kiaftecken angehört, deren Knoten 
durch den zur Kraftseite parallelen Stab verbunden sind. Z. B. die 
Kraft 5 — 6 des Kraftecks im Knoten 5 (Fig. 193 und 195) kommt auch im 




Fig. 195' 
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Krafteck des Knotens 6 vor; desgleichen die Kraft 3—5 im Krafteck 
des Knoteos 3 usw. 

Um schließlich ZuglaäAe und Drue&itdte voneinander zu sondern, 
nt tt (namentlich An^gem) za raten, den Richtungssinn in jedem 
Krafteck genau zu verfolgen. Eine der Richtungen ist dabei stets durch 
die Aufgabe vorgeschrieben. Im vorliegenden Falle ist das die Richtung 
der betreffenden Knotenkraft. In Fig. 194 sind zwd solche Kraftecke 
[für die Lasten 3 und 5) besonders herausgetragen. Die Kiaftecke 
müssen sich schUeßen; deshalb findet man durch den Ver^eich der 
Ffeihichtungen in den zugehörigen Knoten a und 5 das Folgende: 

ZugkeäÜe sind die Stabkräfte: 3—3, 3—7, i — 3, 4 — 5, 5 — 6; 

Zirwcikräfte sind die Stabkräfte: 2—6, 3—5. 

2. Die im vorstehenden Beispiele gegebenen allgemeinen R^eto 
lassen sich wie folgt kurz zusammenfassen: 

I. Im geschossenen KrafUik der äußern Kräfte sind die Kräfte der 
Reihe nach, wie sie am Umfange des Stabwerks aufemaadtr folgen, auf- 
zutragen. 

H. Im geschlossenen Krafteck verläuft jede AralUU eu einem Um- 
fangsstabe durch diejenige Ecke, die von den beiden in den Knaten des 
Umfangsstabes angreifenden äußern Kräften gebildet wird. 

m. Der im Kräfttplant su den WandsiiArichtungm gezeichrute 
ununterbrochene Parallelenzug beginnt in dem außerhalb oder innerkalb 
des geschlossenen Kraftecks liegenden Eckpunkte des zuerst geteichneten 
Kraftdreietks und endigt in einem Eckpunkte des zuletzt gezeichneten 
Kraftecks. 

IV. Die Kräfte in den einzelnen Kraftecken des Kräfteplans sind stets 
der Seihe nach, wie sie im zugehörigen Stabknoten aufeinander folgen, 
zusammenzusetzen, wobei alle äußern Kräfte als außerhalb des Sttsbwerk- 
umfaitges liegend antusehen sind. 

Bei Beachtung obiger Regeln wird die Darstellung eines voll- 
kommeneu Kräfteplanes, in welchem keine Kraftlinie zweimal vorkommt, 
ohne weitere Schwierigkeiten gelingen. Ein zweites Beispiel wird die 
Anwendung der Regeln nochmals erläutern. 

3. Ein Brückenträger (Fig. 196) sei in jedem Untergurtknoten durch 
eine gleich große und lotrecht gerichtete Einzelkraft belasteL Der 
Kräfteplan ist zu zeichnen. 

Die Stiitzenkräfte A und B sind in diesem Falle (bei Annahme 
gleicher Knotenentferoungen im Untergurt) gleich groß, jede Kraft gleich 
der halben Summe der Lasten / bis V. Das Krafteck der äoOem 



Kräfte gebt in eine Gerade (Fig. 197) über. Es wurden zwischen den 
betreffenden Teilpunkten die Parallelen zu den Untergortstäben gezogen. 
Sämtliche Parallelen zu den Oberguitstäben gehen strahlenförmig vom 
Teilpunkte zwischen ß und A aus. 




Das erste Sraf teck wurde 
ftlr Knoten o gezeichnet und 
dadurch der Ptmkt a erhal- 
ten. Das letzte Krafteck 
mit dem Punkte i gehört 
zum Knoten 6. Zwischen 
a und i Uegt der alle Kraft- 
ecke schlieOende Parallelen- 
zog der Wandstabrichtun- 
gen. Die Stebkräfte des 
Obergurts ergeben sich alle 
als/Druckkräfte. Umgekehrt 
zeigt es sich, daO alle Unter- 
gurtstäbe, sowie auch die 
Wandstäbe Zu^ erleiden. 

71. Besondere Fälle 
bei der Darstellung von 
KrflfteplSnen. 

a. Vorkommmen be- 
lasteter Wandknoten. 
Sind belastete Wandknoten ^«- '97- 

vorhanden, so werden die 

vorstehend angegebenen Kegeln fUr die Anordnung der emzelnen Kratt- 
ecke im allgemeinen nicht immer vollkommen befolgt werden können: 
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die Parallelen zu den Umfangsstäben könoen nicht immer wie vorge- 
schrieben zwischen den äußern Kraftstrecken eingelegt werden; die vor- 
bestimmte Reihenfolge der Kräfte in den Einzelkiaft- 
ecken läßt sieb nicht immer einhalten und zuweilen 
wild es auch nötig, eine Stabkiaft zweimal aufzu- 
tragen usw. Selbstverständlich aber läßt sich der 




Kräfteplan ohne Schwierigkeiten, die von Fall zu Fall zu 
lösen sein weiden, zeichnen. 



8 lo. Ebene ii 



E Stibwerke. 
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Ein einfaches Beispiel möge das Gesagte noch etwas mehr er- 
läntem. 

Ein Krangestell ist in a und b [Fig. 198} starr mit der Erdscheibe 
verbunden. In den Knoten i und 2 wirken die senkrechten Lasten / 
und //. Zunächst sind die StUtzenkräfte A und B mit Hilfe eines Seil- 
ecks, das durch die in den StUtzensenkrecbten liegenden Punkte d und b' 
verläuft, gefunden worden (Fig. 198 u. aoo). B ergab sich dabei negativ. 

Als Umfangsstäbe wurden 
die Stäbe i— a, a—b, 3 
3 — 3 und I- 

die zwischen den vier Lasten 
liegen. Die Parallelen zu 
den Um&ingsstäben konnten 
nach der Regel eingelegt 
werden. Der Parallelenzug 
mno (Fig. 199) verläuft eben- 
falls r^ehnäßig, wenn zu n 
das Dreieck i — 3 — a und zu o 
das Dreieck i — 3 — 3 der 
Fig. 198 gerechnet wird. Die 
Stabkrafl 2 — 4 ei^bt sich zu 
Null. Das folgt auch un- 
mittelbar aus dem Umstände, 
daß Knoten 4 unbelastet ist, 
weshalb auch die Subkräfte 
I — 4 und 3 — 4 gleich groß 
und cn^egengesetzt gerichtet 
sein müssen. 

Die einzige Unregel- 
mäßigkeit des Kräfteplanes, wenn man es so nennen will, liegt darin, 
daß im Krafteck f\ir den Knoten i die Reihenfolge der Kräfte i— a, 7, 
I — 3 und I — 4 ist, während sie, wenn die Last II im Knoten 4 läge, 
I — a, /, I — 4 und 1 — a wäre. 

Die Vorzeichen der Stabkräfte sind nach den Ergebnissen des Kräfte- 
planes (Fig. 199J in Flg. 198 eingeschrieben. 

b. Behandlung von Grundecken. i. Unter einem ebenen 
Grundeck (30) verstehen wir ein Stabgebilde, in welchem von jedem 
Knoten mehr ah drei Stäbe ausgehen, sodaß im allgemeinen ein 
Cremona-Plan nicht unmiltelbar zu zeichnen ist, weil dazu jedenfalls 
wenigstens ein Knoten vorhanden sein muß, von dem nur zwei Stäbe 
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ausgehen. Wie die Berechnung von Grundecken in verwickelten Fällen 
mit Hilfe besonderer Ver&hien erfo^en kann, wird im folgenden Para- 
graphen ausführlich dargelegt woden. An dieser Stelle kommeo nur 
solche tinfache Fälle von Grundecken in Betracht, deren Auflösung 
durch die Hilfsmittel der Kräftezerlegung oder unter Anwendui^ des 
Verfahrens Ritter -Cremona möglich ist. Die Behandlung solcher 
Grundecke soll an einigen Beispielen gezeigt werden. 

In vielen Fällen stößt man in Stabwerken auf Grundecke, die man 
als eine Verbindung von swti Scheiben auflassen kann. Der in der 
Fig. 30I dargestellte Träger zeigt in seinem Stabwerk ein Gmndeck, 
dessen Dreieckfelder die Buchstaben von n bis .r umfassen und das 
man in zwei Scheiben zerlegt denken kann, die im Knoten 4 durch 
ein Zwischengelenk und in den Knoten i und 8 durch den Stab 1 — 8 
starr miteinander verbunden sind. L^t man also durch das Gelenk im 
Knoten 4 und den Stab i — S einen Schnitt tt, so muß sowohl flir den 
linken als auch fUr den rechten betrachteten Tragerteil die Summe der 
statischen Momente aller auf ihn wirkenden äußern Kräfte in Bezt^; 
auf das Gelenk 4 Null seiu. 

A- — P^-c — H-k=^':>, 

wenn — , c and h die betreffenden Hebelarme der Kräfte sind. 

Daraus fo^ die Spannkraft H des Stabes i — S mit: 



Dasselbe hätte man natUrhch erhalten, wenn man (nach Ritter) einen 
Schnitt f ( durch die drei Stäbe 3 — 4, 4 — 5 und i — 8 gelegt hStte. 
Sobald ^berechnet ist, kann für das GruDdeck ein Kräfteplan gezeichnet 
werden, weil nach erfolgter Bestimmung von A und B die Stabkräfte 
nacheinander zu vermitteln sind, wenn man im Knoten a anfangt, 
Knoten i folgen läßt und mit Knoten a, 3, 5 usw. fortfährt Der 
Plan ist in Fig. 203 dargestellt 

Will man H dabei graphisch bestimmen, obwohl die analytische 
Berechnung nach Ritter im vorliegenden Falle einfacher ist, so kann 
man den CuL«ANN'schen Satz anwenden. Das ist in der Fig. 202 und 
304 geschehen. 

Um dabei das Aufsuchen der Lage der Mittelkraft von A und P^ zu 
umgehen, ist /f in zwei Teilen bestimmt, zuerst als H^ für die Last P. 
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allein und sodann als //^, ftlr di« Last /*, allein, godaO 

H=H,-\- H^. 

Bei voller Symmetrie des Subwerks und gleichen Lasten P würde H 
nur einmal fUr eine Last zP va. berechnen sein. 

Der von P^ allein herrührende Stiitzendruck A^ wurde mit Hilfe 
eines Seilecks ti\0^b'^ und dem zur SchluQlinie s^ parallelen Kisft- 
strahl ig gefunden (Fig. soi unten). Ebenso der aus der Last P, her- 
rührende Stützendnick £, im Seileck a\ 0\ b\ in Fig. aoa oben. A^ nnd 
Hf^ haben eine Mittelkraft, die in der Richtung 11—4 liegt, ebenso haben 
B^ und H^ eine Mittelkraft, deren Richtung durch b — 4 veriäuft. Im 
ersten Falle liegen die zi^hörigen 3 Stabkräfte im Schnitte ti des 
linken Trägerteils, auf den auDerdem nur noch eine vierte äußere Kraft, 
nämlich ^g wirkt. Im zweiten Falle kommt ebenmäßig der Schnitt/,/, 
mit dem rechten Trägerteile in Betracht. Die Zusammensetzung von 
^g, a — 4 zu H^ und if,, b — 4 zu H^ erfolgte in Fig. 304. 

H wurde darauf zwischen den Kraftstrecken P^ und i*,, als Stab- 
kiaft 1 — 8, im Kräfteplan (Fig. 303] aufgetragen und dieser nach be- 
kannten Regeln gezeichnet 

3. Viele Grundecke können auch ohne Anwendung des Schnittver- 
fahrens, durch einfache KräftezerUgung in ihre Stabkräfte aufgelöst 
werden. Besonders ist dies der Fall, wenn zwei von den drei Stäben 
eines Knotens in eine Gerade fallen. Ist dann der Knoten m heiastet 
{Fig. 305), so steht die Last P mit den drei Stabkräften 5, bis S^ im 




Flg. 305. 



Fig. ao6. 



Gleichgewicht, woraus folgt, daJJ die Mittelkraft des Paares P und S^ 
in die Richtung der beiden anderen Kräfte .S, und 5, fallen muß. 
^3 ist somit unmittelbar aus einem Kräftedreieck zu entnehmen. Darin 
ist L die Mittelkraft von S^ und S, parallel zur EUchtung S, — S,. 
Weiter folgt, daß bei unbelastetem Knoten m (Fig. 206) einerseits die 
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Stabkraft S, = Null ist, weil dann die drei Kräfte 5„ S, und 5, kein 
Kiäftedreieck bilden können und daß anderseits S, = S^ sein muß. 

Knoten der letztgenannten Art kommen nicht selten vor. Deshalb 
ist es immer zu raten, vor dem Auftragen des Kräfteplanes alle diejenigen 
Stäbe ausfindig au machen, deren Spannkraft aus den angegebenen Gründen 
Null werden muß. Unter Umständen kann nämlich das bloOe Vor- 
handensein von Stäben der Spannkraft NnU lur unmittelbaren Auflösung 
eines Grundecks Alhren. Das soll im folgenden Beispiel noch ausführ- 
licher dargelegt werden. 

Ein ebener eisener Pfeiler besitzt das in flg. 307 veranschaulichte 
Stabwerk, das in den Knoten i und 9 an die Erdscheibe geschlossen 
ist Die Belastung erfolgt, wie ang^eben, teils durch senkrechte, teils 
durch wagerechte Knotenlasten. In Knoten 9 ist ein StUtzengelenk und 
in Knoten i ein senkrechter StUtzenstab vorgesehen. 

Zuerst wurden die Stützenkräfte A und B nach ihrer Richtung und 
GröOe ermittelt. Das geschah mit Hilfe eines Seilecks, das mit be- 
liebigem Pole (Fig. zoSj zwischen den Richtungen der Lasten X, IV, V, 
VI, F/., VII und VIII derart gelegt wurde, daß der erste Strahl 
9 — 8' durch das Stützengelenk 9 verlief [Fig. 307). Der letzte Strahl 
i' — 10' schneidet die g^ebene Richtung der Stutzenkraft A im Punkte 
i'. Damit ist in Fig. 307 die Lage der SchluOlinie s festgelegt und die im 
Krafteck der Fig. 308 dazu gezogene Parallele s' bildet die Kraftdreiecke 
Omr und Onr, deren Strecken nr und mr die gesuchten StUtzenkräfte 
Größe und Richtui^ vorstellen. 

Danach ist in Axx Fig. 309 das geschlossene Krafteck der Lasten und 
StUtzenkräfte aufgetragen worden, derart daD die Kräfte der Reihe nach, 
wie sie an den [rot gezeichneten] Umfangstäben angreifen, aufeinander 
folgen. Weil die Kraft V in einem Watidknoten angreift, so ist der 
Sub 4 — 6 als Wandstab gerechnet imd deshalb (wie alle anderen 
A und B nach Wandstäbe) grün gezeichnet. 

Wie darauf der Kräfteplan der Fig. 209 zum Schluß gebracht worden 
ist, verfo^ man am besten, wenn man den Verlauf des grUnen Par- 
allelenzuges der Wandstäbe im Auge behält und dabei die E<^unkte 
a bis ( mit den gleichbezeichnetcn Dreiecksfeldem der Fig. 307 vogleicht 

Zuerst wurden in den Feldern a, b, c diejenigen Stäbe ausfindig ge- 
macht, deren Stabkraft ^eich NnU ist: die Stabkraft 3 — ir ist Null, 
weil der Knoten 2 unbelastet ist und die Gurtstäbe i — 3 und ^ — 3 in 
eine Gerade fallen. Ist aber die Stabkraft 2 — 11 gleich NuU, so muß 
auch die Stabkraft i — 11 gleich Null sein, weil im Knoten 11 gleiche 
Verhältnisse wie im Knoten 2 vorli^en. Somit ist es jetzt möglich, 
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aus den Kräften A, i — a und i — lo des KnoteDS i das erste Kraft- 
dreieclc zu zeichnen. Der zugehörige Eckpunkt im Kräfteplane ist mit 
a — d — £ bezeichnet, weil er zu dem Dreieck i — 3 — 10 geholt, das 




(nach Fortfall der 
Stabkräfte 2— ii 
und I — 11) allein 
in Betracht kommt 
und die Drdccke 
a, b und e umfaßt. 
Ehe man wei- 
ter vorgeben kann, 
wird es notwen- 
dig, die Stab- 
kräfte der gegcn- 
übeiliegendensym- ^ 
metrischen Felder- ^ 
gruppe d — .;— / 



beginnt mit dem 



Stabkraft 8~i3 



geben ist, weil die 





KnotenkrafC VIII in die Richtung der 
Stabkraft 8 — ra ^t, also zusammen 
mit ihr Null geben muß. Danach ist 
die Stabkraft 8 — 1 2 ein Druck von der 
Größe der Last VIII. Vom Knoten 8 
geht man zum Knoten 12 über, in 
welchem die Stabkiaft 9 — la nunmehr 
bestimmt ist, sobald man aus 8 — la 



I^ Dritter Abichnltt. Innere KrJIfCe der Stabweike. 

uod den beiden Parallelen zu den Ricbtongen 7 — 10 und 9 — la ein 
Kraftdreieck zeichnet. In der Fig. 209 ist das unterhalb der wagerechten 
Kraftlinie punktiert ausgeführt. 

Nunmehr löst sich der Knoten 9, womit, wie Flg. 309 näher ver- 
anschaulicht, auch die Eckpunkte d, e und / des Kräfteplanes gewonnen 
werden. Darauf folgen nacheinander zuerst die Knoten 10, 11, 12, 
wobei der Eckpunkt g erhalten wird, sodann die Knoten 3 und 7 nüt 
den Eckpunkten h imd i, sowie schließlich die Knoten 4 und 6. Man 
kaim sich jetzt davon überzeugen, daß auch das Krafteck fUr den Knoten 5 
sich schließt. In diesem Krafteck ist in der Fig. 309 die Stabkraft 
4 — 6 zweimal (jedesmal in entgegengesetzter Riduung} mit aufgenommen 
worden, um das besondere Aufte^ea des Kraft^nfecks (aus f^und den 
Stabkiäftcn 3 — Si 4 — St S — 6, 5 — 7) zu umgehen. 

Man sieht, wie der Kräfteplan, trotz der vorhandenen Belastung 
eines Wandkaoltm und obwohl seine unmittelbare Daistelltmg nicht 
ausführbar war, doch im wesenstüchen nach den unter 70b gegebenen 
Regeln au%etragen werden konnte. Überall aber, wo die angegebenen 
einfachen Hilfsmittel nicht ausreichen, um ein Gnmdeck zu lösen, 
müssen besondere Berechnungsmethoden in Anwendung kommen, von 
denen im folgenden Paragraphen die Rede sein wird. 



% 11. Raumfachwerke und Grundecke (30 und 32). 

72. Berechnung von Raumfachwerken nach dem Schnitt- 
verfahren. Unter der Voraussetzung, daß es sich nicht um ein 
bloßes Abtrennen eines einzelnen Knotens handelt, wird eine Schnitt- 
ebene, die ein staxres Stabwerk in zwei Teile zerlegt, im allgemeinen 
nicht mehr als sechs Stäbe treffen , von denen jeder Stab einen 
Knoten des einen mit einem solchen des anderen Teiles verbindet. Die 
sechs Spannkräfte dieser Stäbe können dann eindeutig aus den gege- 
benen Größen berechnet werden, wie dies (unter 53) schon angedeutet 
worden ist. Dazu müßte man aber zuerst die äußeren Kräfte eines 
der beiden Stabwerkteile in eine gleichwertige Kräftegnippe verwandeln, 
am einfachsten wohl in zwei windschiefe Kräfte (50b). Jede dieser 
beiden Kräfte wäre dann nach sechs vorgeschriebenen Richtungen des 
Raumes zu zerlegen und damit erhielte man die gesuchten sechs Schnitt- 
kräfte. Ein solches Verfahren ist aber umständlich und zeitraubend, 
sodaß man sich praktisch auf andere Weise zu helfen sucht, wenn 
man nicht überhaupt vorzieht, eine der weiterhin zu besprechenden 
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besonderen Methoden anzuwenden, die sich auf das Verfahren der StaB- 
vertamthttng [30 c) oder auf den Satz von den virivtllett Verschiebungen 
(40) stützen. In vielen Fällen kann man auch das Momentenveriahren 
von Ritter auf den Raum übertragen. 

a. Verfahren von Ritter, i. Man wird versacben eine Momenten- 
achse zu finden, die möglichst viele von den sechs Stäben schneidet. 
Getingt es eine Achse durch fllnf Stäbe zu legen, so ergibt sich die 
Spannkraft des sechsten Stabes aus ihrer Momenten- Gleichung bezogen 
auf diese Achse. 

Häufig lassen sich auch zwei Momentenachsen durch vier Stäbe 
legen. Man erhält dann fUr jede Achse eine Momenten- Gleichung, 
in welcher die Spannkräfte der beiden nicht von den Achsen getroffenen 
Stäbe als einzige Unbekannte vorkommen. Die Benutzung von zwei 
Momentenachsen ist jedoch nur dann einfach genug, wenn die Achsen 
leicht au&ufinden sind. Das ist immer der Fall, wenn von den sechs 
Schnittstäben sich drei in einem Punkte schneiden, oder drei in einer 
Ebene liegen. Schon wenn die Stäbe paarweise in eine Ebene fallen, 
sind die beiden Achsen ohne weiteres gegeben, man braucht ja nur 
den Schnittpunkt eines Stabpaares in einer Ebene nüt dem Schnitt- 
punkt des Paares einer anderen Ebene durch eine Gerade zu verbinden. 
Das wäre die erste Achse, die zweite fände sich als Schnittkante der 
nämlichen beiden Ebenen. 

3. Ein Beispiel möge die Berechnung von sechs Schnittkräften noch 
näher erläutern. Das in der Fig. 3io dargestellte Gratfachwerk (33) 
von ti Knoten nnd i8 Stäben, von denen 6 Sttitzenstäbe vorstellen, ist 
starr. Knoten i und 3 besitzen je zwei FendelstUtzenstäbe und die 
Knoten 2 und 4 je eine einfache Fendelstütze. Die Ebenen der Stützen- 
stäbe in I und 3 stehen senkrecht und ihre Schnittkante steht daher 
senkrecht im Knoten 4. Sämtliche Stabkräfte, die bei einer Belastung 
des Knotens 5 durch eine senkrechte Last V und zwei wagerechte 
(zu den Stabrichtui^en i — 4, und i — a parallele) Kräfte W und U 
entstehen, sind zu berechnen. Dabei soll das untere Viereck der 
Stäbe zwischen den Knoten i bis 4 als ein Quadrat mit den Seiten- 
langen a angenommen werden. 

Die im Knoten 4 senkrecht stehende Achse Z schneidet die fünf 
Stützenstäbe der Knoten i, 3 und 4. Dadurch ist Stützenkraft 5, in 
3 aus der Momenten-Gleichung für diese Achse gegeben. 

Man erhält, mit Bezug auf die eingeschriebenen Hebelarme: 
+ UU+W-W — S,-a = o. 
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Das statische MomcDt von V ist Null, weil die RichtuDg \ 
Achse L iD unendlicher Ferne schneidet. 
Daraus folgt: 

, „ U-it + W.w 




Die Gerade i — 3 schneidet die vier Stützenstäbe der Knoten i und 3 
ond auch den Stützenstab S,. Das gibt: 



= + 



Vc 



Das statische Moment von U und IV ist Null, weil die Riebtungen von 
Ü und W und von der Geraden 1 — 3 in zwei einander parallelen 
Ebenen liegen, die sich in der Unendlichkeit schneiden. 

Zeriegt man nun die Stützenkräfte in i und 3 in ihrer Ebene je in 
eine lotrechte Seitenkraft, so erhält man zunächst noch drei Be* 
dingimgen : 
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3} P'+5..+ 5j. + ^, = 

4) tv— s, — S,„ =0 

5) ü-+5j,= o. 

Zur Bereclmoiig der drei noch imbekannten Stabkrüfte 5,., S„ und 
■Sjv fehlt also nur noch eine Gieichnng. Sie ist auf verschiedene 
Weise zu erbalten. Wir wählen die Momentengleichung flir eine durch 
die Richtung von f' verlaufende Achse: 

6) + 5,„ . ^ — S,(« — d} — S3u- a=:o. 

Die Momente von V, V, W, Sip, S^, Ssv verschwinden dabei. Aus 
den obigen sechs Gleichungen sind die sechs Stutzenkräfte zu be- 
rechnen. 

Wollte man nunmehr die Stabkräfte weiter nach dem Verfahren von 
Ritter berechnen, so kann das in verschiedener Weise geschehen. 
Man kann mehrere Schnitte legen, die immer sechs Stäbe treffen nnd 
leicht findet man dazu auch eine Momentenachse, die von einem der 
Stäbe nicht geschnitten wird. Z. B.: Es werde eine senkrechte Schnitt- 
ebene gefuhrt, von der die sechs Stäbe: 

1—4, 1—3, 4— s, 4 — 6, z— 3 und 3—6 

getroffen werden, von denen drei im Knoten 4 und drei im Knoten 
3 entspringen. Davon kann die Stabkraft z — 6 aus einer einzigen Gleichung 
berechnet werden, wenn man als Momentenacbse die Giade i — 4 wählt, 
weil in dieser alle übrigen Schnittstäbe münden. Man kann n. a. auch 
eine wagerechte Schnittebene legen, von der die sechs Stäbe: 
i~5, 4—5, 4—6, 3 -6, 2—6 und 2—5 

getrofien werden. Betrachtet man dann den abgeschnittenen oberen 
StabwerkCeil und als Momentenachse eine dureh die Knoten 4 — 5 ver- 
laufende Gerade, so ergibt sich daraus, weit auch V, U und W 
in der Achse münden, eine Beziehung zwischen der Stabkraft a — 6 nnd 
3 — 6, die zur unmmittelbaren Bestimmung von 2 — 6 fUhrt, usw. 

b. Das graphische Schnittverfahren. In allen Raumfach- 
werken, die kein Grundeck besitzen (32), trifft man nach erfolgter Be- 
seitigung des ersten (dreistäbigen) Knotens auf ii^nd einen zweiten 
Knoten, in welchem nur noch drei unbekannte Stabkräfte vorkommen, 
und so fort bis zur Auflösung des letzten Knotens. Bei gegebenen 
äufleren Kräften findet roan also die Stabkräfte jedes Knotens in ein- 
fachster Weise analytisch mit Hilfe der drei Gleicbgewichts-Bedingungen 

Uchrteoi. Stuik dR Baukoutruktion». L Ii 
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des KDOtens und graphisch anter Anwendung des CuLMANs'schen Kiaft- 
vierecks (49a]. Überhaupt findet zwischen den Stabwerken der Ebene 
und des Ranmes, wenn es sich nur um die Ennitteluug der inneren 
Kräfte handelt, ein wesentlicher Unterschied nicht statt. Im Raum ge- 
staltet sich die BerechnuQg nur etwas weniger einfach als in der Ebene^ 
weil wegen der hinzutretenden dritten Dimension ftir jeden Knoten 
mindestens zwei Projektionen seiner Lage und seines Kraftecks gezeichnet 
und schlieDlicb die ermittelten Stabkräfte der Projektionen auch noch 
auf den Raum zurückgeführt werden müssen. 

Wie in der Ebene, so ist es in manchen Fällen auch im Räume 
möglich, Stabwerke in einfacher Weise in ihre Spannkräfte aufzulösen, 
obwohl es Grundecke sind. Man wird also , wie in der Ebene, ein zur 
Berechnung vorliegendes Raumfachwerk von vorneherein daraufhin zu 
untersuchen haben: r) ob und welche Stabkiäfte etwa spannungslos 
bleiben und a) ob nicht in einzelnen Knoten, von denen mehr als drei 
Stäbe ausgehen, trotzdem die eine oder die andere Stabkraft unmittel^ 
bar gefunden werden kann. 

Ist ein (^r'nstabiger Knoten unbelastet, so sind seine drei Stäbe 
spannungslos. Fällt in einem dreistäbigen Knoten die Richtung der 
Last mit einer der Stabachsen zusammen (Fig. 211), so ist die z;^;e- 
hörige Stabkraft gleich der Last, aber ihrer Richtung entgegengesetzt, 
während die übrigen beiden Stäbe spannungslos bleiben. 




Ist ein wwrstäbiger Knoten m (Fig. 2 1 2] unbelastet und liegen dabei 
drei seiner Stäbe in einer und der nämlichen Ebene, so muß auch die 
Mittelkraft Ji dieser drei Stabe in jener Ebene liegen. Daraus folgt, daO 
die Stabkraft S, spannungslos bleibt, weil sie und die Mitclkraft JR der 
drei in einer gemeinsamen Ebene liegenden Stabkräfte 5,, S„ S, anders 
nicht im Gleichgewicht miteinander stehen können. 

Liegen in einem ffVrstäbigen Mästete» Knoten drei Stäbe in 
einer gemeinsamen Ebene, so ist die vierte Stabkraft unmittelbar 
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analytisch oder aus einem Kraftdreieck zu ermitteln. In der Fig. 313 
ist ein solcher Knoten m mit den anstoßenden Stäben 1—4, von denen 
die Stäbe i, 1, 3 in gemeinsamer Ebene liegen, in Aufriß und Grund- 
riß dargestellt Weil die Mittelkraft R der Stäbe i, 2, 3 in der zu- 
gehörigen Stabebene liegen muß, so läßt sieb aus P, der Stabkraft 4 
und R ein Kraftdieieck zeichnen. Das ist tn zwei Projektionen in der 
Fig. 314 ausgefllhrt. Damit ist die Stabkraft 4 als ein Zug ermittelt. 




Wenn drei in einem Knoten zusammenstoßende Stäbe im allgemeinen 
beliebige L.age haben, sind ihre Spannkräfte aus der Knotenlast wohl 
am einfachsten mit Hilfe eines CuLMANN'schen Kraftvierecks zu finden. 
Wie dies geschieht ist (unter 49 — 51) bereits so ausführlich gezeichnet 
und beschrieben, daß darauf Bezug genommen werden darf. 

In seltenen Fällen wird man bei Raumfachwerken Stabverbindungen 
vorfinden, deren Spannkräfte man mit den einfachen Mitteln, wie sie 
für ebene Fachwerke in Gebrauch sind, berechnen kann. Das kommt 
daher, weil Raumfacbweike meistens Grundecke in sich bergen, oder 
überhaupt an und fUr sich Grundecke sind. Solche berechnet man 
zweckmäßig nach besonderen Methoden, denen (wie schon gesagt) das 
Verfahren der Stabverlauschu/tg , oder der Satz von den virtuellen 
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Verschiebungen, sowie auch Sätze der geometrischen Bewegungslehre als 
Gnmdlage dienen. Diese Methoden sollen nachfolgend für ebene und 
räimiliclie Gmndecke gemeinsam besprochen werden. 

73. Das Gleichgewicht an einem Grundeckknoten. 

Sobald von einem ebenen Knoten mehr als zwei und von einem 
Raumknoten mehr als drei Stäbe ausgehen, kann (von den erwähnten 
AusnabmeralUen abgesehen) die Knotenlast auf unendlich viele Arten 
nach den g^^benen Stabrichtnngen zerlegt werden. Ea lassen sich aber 
die Stabkräfte 5,, S„ S^, ... 5. eines solchen Knotens durch einen 
einheitlichen analytischen Ausdruck darstellen. 

Im Knoten m (Fig. 315) eines ebenen Stabwerks seien die Stabkräfte 
S„ S, bis Sn mit einer äuQem Kraft Fm im Gleichgewicht Für ein'' 



s:/^ 




beliebige Zerl^pmg von /"« nach den gegebe- 
nen n Stabrichtungen erhalte man die Stabkräfte 
S'„ S',, Sh. Denkt man sich nun noch eine 
andere solche beliebige Zerlegung von /•„, wie sie in der Fig. 216 mit 
grünen Linien angegeben ist, so ändert sich dabei im allgemeinen die 
Größe jeder der n Seitenkräfte. Die Zunahme oder Abnahme der GröOe 
muß aber immer der Bedingung genügen, daß die Seitenkräfte mit der 
Last Fm im Gleichgewicht bleiben. In jedem Falle einer Zerlegung wird 
sich deshalb das zugehörige Krafteck (im Raum oder in der Ebene) 
nur dann schließen können, wenn die algebraische Summe jener Größen- 
änderungen immer gleich Null ist, oder mit andern Worten, wenn die 
Größenunterschiede der gleichbenannten Seitenkräfte, als Strecken auf- 
getragen, ein geschlossenes Krafteck bilden. 

Bezeichnet man also n in die gegebenen Stabrichtungen fallende 
Kräfte, die im Gleichgewicht miteinander stehen, mit S", 5j', Si und 
ist X eine beliebige Zahl, so kann man die Größen der Stabkräfte 
5,, Äj, . . . S„ analytisch wie folgt anschreiben: 
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s, — s; + x. S", 
s, = s; + x- s; 

5. = .■;.■ + x- s:. 



(45) 



Für ein starres Stabwerk wird es einen eintigen Wert von x geben, 
für welchen die Stabkräfte 5,, ^,, 5« diejenigen Werte erhalten, die aus 
der Wirknng der StabwerkbelasCung entspringen. Die Gleichungen [45) 
drUcken gleichzeitig den Einfluß aus, den der Knoten m mit seiner 
Last auf die übrigen Stäbe des Stabwerks in besondem Füllen ansUbt 
Wenn es also geläi^ die Zahl x za bestimnien, so hätte man damit 
nicht allein die wirklichen Stabkräfte S^, S^, S^ gefunden, sondern man 
könnte weiter auch alle übrigen Spannkräfte des Stabwerks aus einem 
Kräfteplane entnehmen, in welchem an Stelle der Last P„t deren drei 
Seitenkräfle .S,, 5„ S^ treten. Wie dies geschehen kann, soll nach- 
stehend gezeigt werden. 

74. Gmndeckberechnung nach dem Verfahren von Henne- 
berg'. 

a. Für die Ebene. Das ursprünglich von Henneberg (1886) an- 
gegebene Verfahren stützt sich auf obige Bettachtung des Gleich- 
gewichts an einem Grundeckknoten, von welchem drei Stäbe ausgehen. 
Das Verfahren bildet geschichtlich auch die Grundlage für neuere Be- 
rechnungen ähnlicher Art, deshalb ist es hier vorai^estellt worden. 

Hennebebc denkt sich einen drdstäbigen Knoten beseitigt. Der 
Knoten wird nachfolgend der Lattknoten genannt und dementsprechend 
heiDen seine drei Stäbe die Laststäbe. Durch das Fehlen der drei 
Stäbe geht das Stabwerk von k Knoten in ein solches von k — i Knoten 
Über. Diesem fehlt aber, um starr zu sein, nur ein Stab, vorausgesetzt 
daO das betrachtete Stabwerk von k Knoten auch starr war. Deshalb 
wird im Stabwerk von k — i Knoten, um es starr zu machen, an 
passender Stelle noch ein Stab eingezogen werden müssen. Dieser Stab 
heiOe der Ersatsstab. 

In Fig. 317 ist zum Beispiel ein starres Grundeck dargestellt, das 
8 Knoten zählt. Der Knoten 2 ist beseitigt worden und dafUr der Er- 
satzstab 3—5 eingezogen. Die drei Laststäbe sind durch schwächere 
Striche dargestellt. Es ist (nach GL 45) zu schreiben: 

■ Hbnnkbbkg, SttttUc der »t&rren Systeme. 1SS6, §40. S. aia. 
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S. = S.i + X- Sali 
Si =^ Sil + X ■ Stis 

St = Sil -\- X ■ Seil ■ 

Man denke sich auf jeden der drei Knoten i, 5 und 3 des Stab- 
werks mit 8 — 1^7 Knoten die zi^ehörige Seitenkraft S der Knoten- 
last /•, wirken, also S^ in i, S^ in 5 und Sc in 3. Sollen unter dieser 
und der sonstigen Belastung des Stabwerks von 7 Knoten in allen 




Stäben die gleichen Spannkräfte entstehen, wie sie in dem ursprüng- 
lichen Grundeck von 8 Knoten wirklich entstehen, so muß im Kraft- 
plane für das Stabwerk von 7 Knoten tiii: Spannkraft des Ersatsstaba 
verschwinden. Denn wenn man sich den Ersatzstab wieder beseitigt 
und seine Wirkung durch seine beiden auf die Knoten 3 und 5 ge- 
richteten Spannkräfte Y (Fig. 317) ersetzt denkt, so können zwar un- 
zählig viele Kräftepläne fUr das Grundeck gezeichnet werden, von denen 
jeder einem anderen von Null verschiedenen Werte von Y entspricht. 
Aber in keinem Plane werden die Stabkräfte S«, Si und Sc in ihrer 
wirklichen GröQe erscheinen können, die sie nach unserer Voraussetzung 
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besitzen sollen. Y muD also verschwinden. Aus dieser Bedingung er- 
gibt sich ein Mittel um das X der Gleichungen (46] zu finden: Zuerst 
belaste man das Stabwerk von k — i Knoten in den drei Knoten 
(i> St 3 des Beispiels], in denen die Enden der Laststäbe mllnden, 
mit den entsprechenden, beliebig gewählten Sätenkraftm [Sa\-, Ssi, Sa) 
des lAstknotens 2. Für diese und die sonst noch gegebenen Lasten 
zeichne man einen Kräfteplan. Sodann belaste man die nämlichen 
Knoten mit den entsprechenden, beliebig gewählten, it» Gliichgeivicht 
miteinander sUkcndtn Kräften (^„h, Sm, 5(iO und zeichne einen zweiten 
Kräfleplan, wobei aber alle sonstigen Lasten nicht einzubeziehen sind. 
In beiden Kräfteplänen erhält man je einen Wert für die Spannkraft 
des Ersatzstabes; sie sei Yi für den ereen und Kh für den zweiten Plan. 
Danach ist die unter dem Einflüsse der drei Seitenkräfte von P, — also 
von Sa, Si, Sc — im Grundeck entstehende Spannkraft des Ersatzstabes 
aus der Gleichung 

y=K, + x-r„ 

zu entnehmen. 

Wie bereits bewiesen, muO y=Null sein. Daraus folgt 

^=— f. M 

Bezeichnet man irgend eine beliebige Stabkraft des Gnmdecks mit S«,, 
so ist danach 

S^ = S^i + X-S^„, {48) 

worin S^,! nnd ^..ii aas den beiden erwähnten Kräfteplänen zu ent- 
nehmen sind. 

Nach obigem ist leicht einzusehen, daO man um X zu finden au£& 
einen Knoten beseitigen kann, der unbelastet ist. Henne.bekg bat zwar 
dieses Verfahren nicht besonders erwähnt, aber es liegt auf der Hand, 
wie man gerade durch die Beseitigung eines nicht belasteten Knotens 
häufig rascher und einfacher zur Bestimmung von X gelangt, als auf 
anderm Wege. Die Gleichungen für Sg, Si und Sc gelten nämlich auch 
fUr den Sonderfall P„ = o, daraus folgt, das S^i, Sa und Sa mitein- 
ander im Gleichgewicht stehen, ebenso wie S^n, Ssn, Scn- Man kann 
demnach, wenn man will, auch Sai ^ S^ii , Sn = Sm und .Sei ^ Sm 
wählen. Die (unter 75) folgenden Beispiele werden die Anwendbarkeit 
des eben erwähnten Sonderverfahrens noch näher beleuchten. 

Schheßlich bleibt noch zu erwähnen, daß die Gleichung 

Y, + X-Yn = o (49) 
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fUr X keioen eiDdeutigen endlichen Weit ergibt, wenn im zweiten KijUt^ 
plane Y\\ verschwindet. Denn in diesem besondem Falle mtlDte nach 
der Gleichung (47) auch Y\ Null sein. £s wäre allerdings möglich, die 
Belastungen P dnart einzurichten, daQ man Ki =' o erhielte, dann gäbe 
es aber unendlich viele Werte von A", die der Gleichung (49) {für 
Ki = Kii =s o] genügen wUrden. In einem solchen Falle wäre das vor- 
liegende Grundeck beweglich oder von unendlich kleiner BeweglicAkeitj 
eine Möglichkeit, die nach unserer Voraussetzung ausgeschlossen war. 

b. Für den Raum. Ein Raumgrundeck besitzt keinen Knoteni 
von welchem weniger als vier Stäbe ausgehen. Beseitigt man also einen 
vieistäbigeD Raumknoten eines stairen Grundecks von k Knoten , so 
kann man dieses in ein starres Raumstabwerk von k — 1 Knoten ver- 
wandeln, wenn man an passender Stelle den notwendigen Ersatzstab 
einzieht. Die weitere Behandlung des Raumstabwerks von k^ 1 Knoten 
erfolgt genau in der Weise, wie dies für ein ebenes Grundeck daigel^t 
worden ist. Es sind auch hin nur zwei KräftepUne zu zachnen. 
Dabei sind jedesmal, auOer den vorhandenen Knotenlasten, in jenen 
vier Knoten, von denen die Enden der Laststäbe aufgenommen werden, 
beliebig gewählte äußne Krätte anzubringen. 

Das sind fUr den ersten Plan: 

Die vier, durch beliebte Zerlegung nach den gegebenen Richtungen 
der Laststäbe gefundenen Seitenkräfte der Last Fm des Lastknotens. 
Sie seien S^i, Sn, Sa, Sji. 

FUr den zweiten Han: 

Die vier entsprechenden, beliebig gewählten im Gleichgewicht mit- 
einander stehenden Kräfte S^ii, Sni, Scu, Sj». 

Die Seitenkräfte 5a, St, St, Sj der Last Fm sind dann analytisch 
durch die Gleichungen 

Sa = S.t + X- Sai 

St ^ Sil + X ■ Siti 

St = S,i-\-X- s,» 

Sd =' Sai + X ■ Ärfii 
bestimmt. 

Die Zahl X findet sich aus der Gleichung: 
Yi + X.yu = o, 

worin Yi und Vn die im ersten und zweiten Kräfteplane gemessene 
Größe der Spannkraft Y des Ersatzstabes bezeichnen. DaO man auch 
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hier in vieleo FäHen ' mit Vorteil einen unbelasteten Knoten beseitigen 
kann, liegt anf der Hand. 

Nachfolgende Beispiele werden das Gesagte noch weiter ej-läutern. 

75. Beispiele zum Verfahren von Henneberg. 

a. Ebenes Grundeck. Das in der Fig 318 dargestellte Grundeck 
zählt 8 Knoten und 13 Stäbe. Der Knoten 3 mit der Last II und 
seinen drei Stäben soll beseitigt werden. Er ist also Lastkneten, von 
welchem drei Laststäbe ausgehen. Dafür ist zwischen den Knoten 
3 und 7 ein Ersatzstab Y eingefUgt 




In der Fig. 319 sind die vier Lasten I bis IV zu einem geschlos 
Krafteck zusammengesetzt. Dabei fällt die Mittelkraft der Paare I, II 
and m, IV in die Parallele x'y' der Verbindungsgeraden xy zwischen 
den betreffenden AngriOspunkteD x imd y der Mittelkräfte (in der 
Fig. 3 18}. Femer sind in der Fig. 319 daigestcllt: 1} eine der unend- 
lich vielen Reihen der Seitenkräfte S-,i, S^i, S31 der Knotenlast II; 
3] drei in den Richtungen jener Seitenkräfte wirkende Kräfte .S,n, •S^iii 
^^m die miteinander ein geschlossenes Kralteck bilden. Dabei wurde 
Sjii ^= S31 genommen. 
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In der Fig. 2 ao 
ist das Stabweil: 
von 7 Knoten noch 
einmal gezeichnet, 
wobei der Ersatz- 
stab rvt da^^tellt 
ist und ^eichzeitig 
in den Knoten i, 
7 und 3 die Seiten- 
kräfte 5,i, 5,i nnd 

.S31 angebracht 
worden sind. Der 
zugehörige Kräfte- 
plan (Fig. z3i), mit 
I. bezeichnet, ent- 
hält die Spannkraft 

Y\ als rote Linie. 
In der Fig. 222 

ist der Kräfte- 
plan II gezeichnet, 
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dessen Gnmdlflge die drei im Gleict^wicht stehenden äuOem Kräfte 
■^iii} >S^3ii und Sjii bilden. 
Damit ist 

gefunden. Zeichnet man den zweiten Kräfteplan so groß, daß Ki = K« 
wird, wie es in Fig. aaa geschehen ist, so eigibt sich irgend eine Spann- 
kraft 5, des vorliegendeD Stabwerkes mit 




Wenn eine Strecke von 
57 mm eine Kraft von i t 
darstellt, so eigibt sich 
banach die Stabkraft i — i, 
in den Plänen gemessen, za 



rig. a 



s,-,-- 



75+33 _ 



S7 



3,74 1 



b. Das ebene Grundeck unter Beseitigung eines unbe- 
lasteten Knotens. Wenn man in der Fig. aiS einen anbelasteten 
dreistäbigen Knoten beseitigen will, so eignet sich dazu der Knoten 
6 oder 8. Die Stabkräfte 5 — 6 und 7 — 8 müssen gleidi Null sein- 
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Das ei^bt sich ohne weiteres aus dem Umstände, daß die Stäbe i— 6 
und 6 — 7, sowie auch 5 — 8 uod 3 — 8 in eine Gerade fallen. Es bleiben 
also, einerlei ob man Knoten 6 oder 8 besatigt, von den drei Stab- 
kräften Sa, Si und 5c nur zwei (5« und St) übrig, während Sc^o 
ist. Gleichgewicht kann also nur sein, wenn Sm = St ist. Ebenso 
wird fUr den ersten Kräfteplan S„\ = Sn sein, sowie fOr den zweiten 
Kräfteplan 5aii = Sta ist 

Beseitigt man den Knoten 8 und fUgt daftir den Ersatzstab 3 — 7 
ein, so zeigt das erhaltene starre Stabwerk das in Fig. 333 darge- 
stellte Bild. 




Die als äußere Kräfte anzubringenden Stabkräfte Smi und Sda wurden 
in beliebiger GröOe angenommen, dabei wurde nach eriblgter Fest- 
stellung des ersten Kräfteplanes (Fig. 334) Saa für den zweiten Kräfle- 
plan (Fig. 335) in ihrer Größe derart abgestimmt, daß in beiden Plänen 
die ^>annkiaft des Ersatzstabes K gleich groß ausfiel. Es bestimmte 
sich danach im vorliegenden Fall: 



. Ruunftwhwerke und Gnmdecke. 



I^nd eioe beliebig« Stabkraft Sr des untersuchten Grondecks berechoet 
sich also ans: 

5, = Sri — Srn . 

Wie ein Vergleich der beiden unter a) gezeichneten Kraftpläne mit den 
Torstehraden Plänen ergibt, sdnunen die unter a) und b) erhaltenen 
Werte der Stabkräfte übetein. Auch hier e^bt sich fiir den Kräfte- 
m&Ostab 57 mm = i t die Stabkraft i — 2 zu 




. Raum fach werke. Die meisten Raumfach- 
werke sind Gnmdecke, weshalb das Verfahren von 
Henneberg hier von noch größerer Bedeutung ist 
als für ebene Stabwerke. 
Als Beispiel ist das (unter 33) in Fig. 81 bereits gegebene Grund- 
eck gewählt, in welchem zwei Dreieckscheiben durch sechs Stäbe in ein 
Raumfachwerk übergeführt worden sind. Wie Fig. 226 im Grundriß 
und Aufriß dargestellt, ist das Stabwerk in den drei untern Knoten 
I bis 3 mit zusammen 6 StUtzenstäben an die Erde geschlossen: im 
Knoten i durch ein Kugelgelenk, im Knoten a durch einen wage- 
rechten und senkrechten und im Knoten 3 durch einen senkrechten Stab. 
Der Knoten 4 sei durch eine senkrecht und eine wagerecht gerichtete 
Kraft belastet Diese Lasten sind mit I" und IV bezeichnet. 

Welchen der drei vierstäbigcn Knoten 4, 5, 6 man beseitigen will, 
steht in freier Wahl. Am einfachsten gestalten sich die Kraftpläne wohl, 
wenn man einen der unbtlastelen Knoten 5 oder 6 fehlen läßt. In 
der Fig. 217 ist Knoten 5 beseitigt und dafür der rot gezeichnete 
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Ersatzstaba— 4=y 
eingezogen. Die 
weitere Lösong der 
Aufgabe ist in den 
Fig. aa8 und 219 
durchgefühlt. 

Die vier Stab- 
kräfte im Last- 
Icnoten 5 müssen 
im Gleichgewicht 
sein. Die Mittel- 
kraft der beiden 
Stabkräfte 4— 5 
und s — 6 liegt in 
der wagerechten 
Ebene 4 — s — 6. 
Deshalb muO auch 
die Mittelkraft der 
beiden andern 
Stabkräfte [2—5 
und 3 — s) 'o ^ 
Dändicheo Ebene 
liegen. Im übrigen 
können vorläufig 
die GröQen der 
vier Kräfte beliebig 
ai^nommen wer- 
den. Danach ist in 
der Fig. aaS im 
AuMO und Grund- 
riß das Kr^tcck 
desLastknotensge- 
zeichnet ImAufriß 
wurde dabei eine 
der beiden Größen 
(j— 5)" oder (3—5)" 
beliebig angenom- 
men; durch die 
Bestimmung, daß 
beider Mittelkrafo 
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in wagerechter Ebene zu liegen kommen muO, findet man eine der 
beiden GröDen aus der andern. Im GnmdiiO sind dann die gefundenen 
Größen {2 — 5)' und (3 — 5)' in zugehöriger Lage und Richtung anein- 
ander getr^en, sodaß das Krafteck des Grundrisses durch die Parallelen 
(5 — ^)' ^'^^ (4 — S)' geschlossen werden konnte. Endlich ergab die 
ÜbCTtragung von (4 — 5)' ^"s dem Grundriß in dem Au&ifl die Größe 
von (4—5)" ™d (5 — ö)". 

Der Einfachheit wegen, und um die früheren Benennungen für den 
zn zeichnenden ersten und sweilen Kräfteplan beibehalten zu können, 
sind für die vier obigen vorläufig beliebig, aber als im Gleichgewicht 
stehenden Kräfte folgende Zeichen gewählt worden: 
Sj'i und S%\ für die Projektionen der im ersten Plane im Knoten 3 
als äußere Kraft anzubringenden Stabkräfte (3 — 5}' und 

. (3-5)"; 

S',\ und 5"i desgl. flir die im Knoten 2 anzubringenden Kräfte (» — 5)' 

und [z — 5)"; 
die Bedeutung von .^^i und $"„1, sowie Si\ und 561 sind danach klar. 

Im zweiten Kräfteplane (Fig. 329), ßir den P und Jf verschwinden, 
erhalten die vier Kraftgiößen an Stelle des Zeigers I den Zeiger II, 
heißen also: S'-^\ und S"^\, S\\\ und ^"n usw. 

Man erkennt nun leicht, wie die Kräftepläne I und 11 (und zwar 
für jeden im Grundriß und Aufriß) sich darstellen lassen, nämlich: 
dvrek die wiederholte Lösung der Anfgabe, für einen dreistäbigen Knoten 
die durch seine Knotenlast erzeugten Stabkräfte zu berechnen. Auf gra- 
phischem Wege bildet die Lösung eine Wiederholung der Anwendung 
des bekannten CuLMANN'schen Satzes (49—51). Rechnerisch zerlegt man 
die Knotenkräfte nach drei Achsenrichtungen und bestimmt darauf in 
bekannter Weise die unbekannten Stabkräfte aus den erhaltenen drei 
Gleichgewichts-Bedingungen (52)- 

An dieser Stelle wird es daher genügen, anzugeben, in welcher 
Reihenfolge die Stabkiäfte ermittelt werden können. 

I. Im Kräfteplane 1 (Fig. 227 und 238). 

Knoten 6. Die gegebene Knotenlast ist Sf,\', sie liegt wagerecht zu- 
gleich mit der unbekannten Stabkraft 6 — 4. Die Stabkräfte 6 — i und 
6 — 3 haben also eine Mittelkraft, die in wagerechter Ebene liegt. Aus 
dieser Bedingung folgen Aufnß und Grundriß des Kraftecks für Knoten 6, 
wie dies in der Fig. 228 dargestellt ist. 

Knoten 4. Unbekannt sind hier die Stabkräfte 4 — r, 4 — 2 und Y\, 
Gegebene Knotentasten sind /*, W, sowie auch die Stabkräfte 4—5 
und 4—6. Daraus folgen die Unbekannten im Aufriß und Grundriß. 
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Kneten i. Un- 
bekuinte: Sub- 
krfiftc 3— r, 3—2 
und der senkrechte 
Stützenstab. Kdo- 
tenlasten: Stab* 
kraft 3— 6, Kl, Sji. 

Knoten 2, Un- 
bekannte: Stab- 
kraft 3 — I und die 
beiden StUtzen- 
stÄbe. Knoten- 
lasten: a — 4,1 — 3 
tind ^,1- 

Kneten 1. Hier 
ist nur die StQtzen- 
kraft des Kugel- 
gelenks unbekannt; 
sie ist gleich der 
umgekehrten Mit- 
telkraft der bereits 
gefundenen Stab- 
kiSftei— a, 1—3, 
1 — 4 nnd 1—6. 
Ihre Zerlegung 
nach den Rich- 
tut^en von etwa 
vorhandenen drei 

Stützenstäben 
kann ebenfalls aus- 
geführt werden. 

». /m Kräfte- 
plan II (Flg. 227 
und 239]. 

Hier arbeitet 
man in gleicher 
Reibenfolge, der 
Unterschied des 
Planes gegenüber 
dem ersten Plane 
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b«teht bekannt- 
lich Dur darin, daß 
im n. Plane P und 

W verschwinden, 
also als Knoten- 
lasten im Aafriß 
und GnindriO nur 
die vier Kräfte ^.n, 
■S3U1 >^4ii imd iSiu 
erscheinen. 

Ans den schließ- 
lich für Kl und Kn, 

mit Hilfe d« 
Strecken Ki, y» 

des Grundrisses 
und rr, ITi des 
Aufrisses gefunde- 
nen Werten, hat 

und fUr eine be- 
liebige Stabkraft 5'. 
St^S^-^X- St\\. 
Auch hier kann 
esvonVorteil sein, 
die Kraftecke im 
AufriD and Grund- 
riß derart abzn- 
messm, daß Y{ 
=yi',undiT=yTi 
wird. Dann ist 
auch Kl = Kn 
und es ei^bt ^ch 
^=± I. 

Auch das in 
der Fig. 210 dar- 
gestellte Gratfach- 
werk läßt sich nach 
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dem Verfahren von Hennebekg auflösen, entweder dadurch, daß man 
einen der vierstäbigen Knoten 5 oder 6 beseitigt oder daß man den 
Stab 5 — 6 nach dem Verfahren iinter 76 ausschaltet. Wenn man daßlr 
an passender Stelle einen StUtzenstab einlegt, gelangt man in jedem 
Falle zum Ziele. 

Anföi^em ist zu raten, auch das in flg. 330 da^estellte Ramn- 
facbwerk einmal in seine Stabkräfte aufzulösen. Man braucht dazu 
eben&lls nur einen Schaltstab and dafür einen StUtzensUb als Ersatz. 
Die 7 Stützenkräfte — für ein Kugelgelenk in 4, eine zweistäbige Pendel- 
EtUtze in 3 und zwei einfache StUtsenstäbe in i und 4 sind sofort mit- 
zubestimmen. Eine rechnerische Nachprüfung durch Stichproben ist zu 
empfehlen. 

76. Vereinfachtes Verfahren Henneberg fiir ebene Grund- 
ecke. 

a. Einmalige Stabvertauschung. Wie man das ursprüngliche 
von Henneberg angegebene Verfahren vereinfacht, dadurch daÜ man an 
Stelle eines belasteten einen unbelasteten Knoten beseitigt, wurde bereits 
erörtert. In vielen Fällen, besondras för ebene Gnindecke, erscheint es 
aber einfacher und bequemer, überhaupt keinen ganzen dreistäbigen 
Knoten auszuschalten, weil es meistens schon genügt, wenn man nur einm 
einsigen Stab auswechselt und dafür an passender Stelle einen Ersatz- 
stab einlegt. Man könnte auch mehrere einzelne Stäbe an geeigneten 
Stellen beseitigen und ebensoviel Eisatzstäbe dafür einziehen; dadurch 
würde aber das Berechnungsverfahren insofern erschwert, als bei n vor- 
handenen Eraatzstäben — wie weiterhin nachgewiesen wird — « + 1 
einzelne Kraftpläne zu zeichnen, und die « unbekannten Spannkräfte der 
Laststäbe oder Jausehstäbe aus « Gleichungen ersten Grades zu berechnen 
wären. Deshalb bleibt es in jedem Falle, in welchem man n Ersatsstäbe 
braucht, zu überlegen, ob man nicht nach dem ursprünglichen Verfahren 
von Henhsberg »»V weniger als n Lastknoten einfacher zum Ziele iommt, 
weil hierbei dann weniger Kräftepläne zu zeichnen und weniger Glei- 
chungen aufzulösen sind. Nachfolgend wird die Lösung der vorliegenden 
Au^be mit Hilfe eines einzigen Laststabes der allgemeinen Lösung 
vorangestellt 

In einem beliebigen belasteten Grundecke — wie z. B. in den 
unter 30, in den Fig. 71 bis 74 dargestellten Stabweiken — sei ein Stab 
gegen einen Ersatzsub Kvertauscht worden. Die unbekannte Spannkraft 
des Tauschstabes sei X. Das erhaltene Stabweik werde sodann nach- 
einander zwei vraschiedenen Belastungszuständen unterworfen, die wie 
folgt zu verstehen sind: 
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I. Belastungizuitand »X = o*. Dabei wird der Einßuß der Spann- 
kraft X des Tauschstabes gleich Ntäl gesetzt und für die g^ebene Be- 
lastimg ein erster Kräfteplan des Stabwerks gezeichnet, in welchem die 
Spannkraft des Ersatzstabes (wie früher) mit Ki bezeichnet weiden möge. 

3. Selastungsiustand *X= i«. Dabei wird die gegebene Betastung 
gleich Null gesetzt und nur der EinduO der Spannkraft des Tauschstabes 
berücksichtigt Wenn dann der ftir -t ^ i gezdchnete zweite Kräfte- 
plan für die Spannkraft des Ersatzstabes den Wert Kn liefert, so würde 
die wirkliche, vorläufig noch imbekannte Stabkraft X eine Spannkraft 
XY\\ des Ersatzstabes hervonifen. 

Wie früher bei Erläuterung des ursprünglichen Verfahrens, so ist 
auch hier zu schlief3en, daß im gegebenen belasteten Grundeck die 
Spannkraft Y verschwinden muß (74). Deshalb erhält man auch hier 
die Gleichung: 

Y= Ki + XKi, = 0. 

Daraus folgt die Spannkraft des Tauschstabes mit 

und schlieOich irgend eine Spannkraft S^ des Gnmdecks mit 

Sml = 5„i -H XSmU , 
worin Smi die im ersten (bei dem Belastungszustande X= o] und 
S„ II die im zweiten Plane (beim Belastungszustande X = 1} gefundene 
Spannkraft des betrachteten Stabes vorstellt 

b. Beispiel. Das bereits zweimal behandelte Grundeck der Fig. ai8 
möge hier zum dritten Male in seine Spannkräfte aufgelöst werden, um 
einen Vergleich der verschiedenen Methoden zu ermöglichen. 

Der Tansdistab sei 1 — 2, der Ersatzstab 3 — 7 (Fig. S31). Die 
beiden Pläne für die Belastui^zustände >A'=0( und >A'= i< sind 
in den Fig. 33a und 233 dargestellt. Stellte also die Strecke A* = i t 
in Pig. 133 eine beliebige Länge in mm dar, so berechnet sich 

— (^) = -o.... 

Das Gleiche ist auf den S. 205 und 205 in den früheren Beispielen 
Fig. 218 — 225 erhalten worden. 

77. Vereinfochungen fUr Raiimfachwerke. 

a. Verwendung eines einzigen Tauschstabes (Laststabes). 
Die Berechnung der Raumfachwerke gestaltet sich hauptsächlich aus zwei 
Gründen verwickelter als bei ebenen Grundecken. Einerseits weil die 
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Bestimmung der Stützenkräfte (53) umständlicher ist, anderseits aber 
auch deshalb, weil selbst nach erfolgter Ermittelung der Stützenkäfte 
die wenigsten Fachwerke durch bloße Vertauschtmg dnes einzigen 

5-7 



4-/5 



IS-81^ 



Pkn IL 






^- 



2-/7 



Stabes in ihre Stabkräfte auf- 
gelöst werden können. Dazu 
kommt überdies noch, daÜ es bei 
Raumfachwerken, um umständ- 
liche analytische Rechnungen 
zu venneiden, zu raten ist, auch 
die Stützenkräfte möglichst un- 
mittelbar nach g^ichem Ver- 
fahren zu bestimmen, wie die 
übrigen Spannkräfte. Daß dies mit Hilfe des ursprünglichen Verfahrens 
von Henneberg möglich ist, wurde an einem Sonderfalle (unter 75c) bei- 
spielsweise nachgewiesen. Derselbe Fall läßt sich aber auch mit Hilfe 
eines einzigen Tauschstabes nach dem vereinfachten Verfahren lösen. 



Fig- »33- 
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Wie dies geschehen kann, soll zunächst gezeigt werden, nameDtlich um 
einen Ve^leich beider Methoden zu ermöglichen. 

Man wolle sich zuerst davon Überzeugen, wie es ganz gleich ist, 
welchen der von den oberen Knoten 4, 5, 6 (Fig. 234) ausgehenden 
Stäbe man ausschaltet Zwischen welchen Knoten man dabei den Ei- 
satzstab einlegt, bleibt am besten so lange unentschieden, bis man bei 
der Stabkraftermittelung an einen Knoten gelangt, der nur noch zwei 
Unbekannte enthält. In diesem Knoten wiid man den Ersatzstab einfilgen. 
Danach wird der Ersatzstab entweder im Knoten 4, 5 oder 6 anschließen 
können, je nachdem man z, B. den gegenüberliegenden Stab 5 — 6, 4 — ö 
oder 4 — 5 ausschaltet In Fig. 234 ist 4 — 3 als Ersatzstab gewählt, wie es 
auch bei Behandlung des früheren Beispiels (Fig. 130) geschehen war. 

Die Fig. 234 ist nach obigem ohne ausführliche Erläuterung an sich 
verständlich. Es soll nur noch hervorgehoben werden, in welcher 
Reihenfolge für beide Kraftpläne die Wiederholung der Aufgabe, einen 
dretstäbigen Knoten zu lösen, vorgenommen werden muß. 

Knoten 5 und 6, Hier werden bestimmt die Stabkräfte 5 — a, 5 — 3, 
5 — 4 und 6 — 1, 6 — 3, 6 — 4. 

Knoten 4. 4 — 6 und 4 — 5 sind vorbestimmt. Unbekannt nur noch 
4 — I und 4 — 3. Hier also ist der Ersatzstab 4 — 3 anzuschließen, 
dessen Spannkräfte Yi und Kn zu bestimmen sind. 

Knoten 3, Unbekannt nur noch 3 — a, 3 — i und die senkrechte 
Stützenkraft. 

Knoten z. Unbekannte: 2 — i und die beiden Stützenkräfte. 

Knoten \. Hier ist nur noch die Stützenkraft des Kugelgelenks 
unbekannt 

Wollte man nach erfolgter Lösung der Aufgabe die Ergebnisse 
noch einmal nachprüfen, so möchte es sich empfehlen, eine analytische 
Stichprobe für iigend einen Knoten zu machen. Z. B. könnte man die 
Stützenkraft des Knotens 3 unmittelbar durch eine einzige Momenten- 
Gleichung berechnen, bezogen auf die Achse i — 2, die 5 Stützenkraft- 
richtungen schneidet (72 a) usw. 

b. Allgemeine Lösung. Es liegt auf der Hand, daß das ver- 
einfachte Verfahren von Henneberg große Vorteile gegenüber dem ur- 
sprüi^lichen Verfahren bietet, so lange man dabei nur einen Ersatzstab 
braucht Sobald man aber mehrere Ersatzstäbe nötig hat, die dann oft 
auch Stützenstäbe sein können, wird zweckmäßig erst zu untersuchen 
sein, ob man nicht bei der Beseitigung eines oder mehrerer dreistäbiger 
Knoten bequemer zum Ziele gelangt. Man sollte daher wohl beachten, 
wie beim Ausschalten eines Stabes unmittelbar nur die beiden anstoßenden 
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vieistäbigen Knoten in dreistäbige Übergehen, während durch das Beseitigen 
eines vierstäbigen Knotens doppelt soviel, also vier Nachbarknoten in diei- 
stäbige verwandelt werden. Jedenfalls ist es ratsam, das Einlegen vieler 
Ersatzstäbe möglichst zu umgehen, weil die dadurch notwendig werdmde 
Rechnung mit ebensovielen Unbekannten die StabkraMiestimmuiigea er- 
schwert. Ein guter Konstrukteur wird überhaupt dafür sorgen, daß seme 
Fachwerke nicht unnötig zu verwickelten Rechnungen AnUQ bieten. 

Sollte dennoch einmal das Einlegen von vielen Ersatzstäben nötig 
werden, so würden die betreffenden Gleichungen, bei Gebrauch von m 
einzelnen Tauschstäben wie folgt anzuschreiben sein: Irgend eine Stab- 
kralt Sr findet sich aus der Gleichung: 

Sr=S„ + X„S„ + XiSri + ^cSrc 4- • ■ • + X„Srm , (5°) 

worin Xa bis Xm A\t Spannkräfte der m Tauschstäbe vorstellen und 
worin die Zeiger o, a, b^ . . . m die »< + i Bdastungszustände be- 
zeichnen, denen das Stabwerk zu unterwerfen ist. >o> bezeichnet also 
den Bclastungszustand Xa = Xi = Xc^ • • ■ Xm ^ o', n bis m be- 
zeichnen nacheinander die verschiedenen Belastnngszustände *Xa ^ i * 
bis *Xm = !<■ Die m -\- i Krättepläne liefern die Werte von X mit 
Hilfe von m Gleichungen ersten Grades: 

o = n = r« -f X.Y„ + X^Y^ + X,Y„ + ■ . . + A_r„ 

Q=Yi=Yt. + X^Yu + XiYu + X.Yi, -f- . . . + JV« r>« ^ ^ 



o = r«= K«,+ X.Yma+ XiVmi-Jt- X.Ym.+ ••• + XmY„. 

Darin geben die den Werten von Y angebängten zweiten Zeiger 
immer diejenigen Kräftepläne an, aus denen die Y zu entnehmen sind. 

Sobald die X eindeutig berechnet worden sind, was bei starren 
Stabwerken immer möglich ist, hat man sie, um irgend eine Stabkraß: Sr 
zu erhalten, in die Gl. (50] einzusetzen. 

c. Beispiel für die Anwendung von zwei Tauschetäben. 
Das in der Fig. 335 gezeichnete Fachwerk zählt 8 Knoten und 24 Stäbe, 
einschlieOlich 7 StUtzenstäbe, es ist starr. Ein Ausnahmefall li^ nicht 
vor. Zwischen welchen der Knoten des Fachwerks man auch einen 
Stab ausschalten wollte, sei es auch ein Stützenstab , es würden in 
keinem Falle Knoten verbleiben, wo höchstens noch drei unbekannte 
Stabkrätte einmündeten. Daraus folgt, daß man mindestens zwei Stäbe 
vertauschen maß, deren Auswahl verschieden getroffen werden kann. 
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Wählt nian, wie in der 
Fig. 335 geschehen, die 
Tauscbstäbe 6 — 5 und 
6 — 8, so sind deroi 
unbekannte Spannkräfte 
X^ und Xi zu finden. 
Sodann kann die Er- 
mittelung der Stabkräfte 
und das Einlesen der 
Ersatzstäbe der Reihe 
nach, wie fo^, vorge- 
nommen werden: 

In den Knoten 5, 
6 und 8 stoOen je diei 
Unbekannte an, die zu 
bestimmen sind. Danach 
verbleiben im Knoten 7 
nur noch zwei Unbe- 
kannte (7^3 und 7 — 4); 
hier kann also der erste 
Ersatistab Y^ als Stab 
7 — 1 eingezogen und 
seine Spannkräfte 



Yaa aus dem Betastungszustande 'Xa = o* und *Xi = o< 
y„ - - - .Xa=i«bei .J¥"i = o. 




y^i 



>Xi = 



können mitbestimmt werden. Diese Bestimmung ist in den Fig. 236 — 338 
graphisch ausgeführt worden. 

Es folgt Knoten 2 oder 4, in denen je drei unbekannte Stabkräfte 
verbleiben (darunter je ein Stützenstab, der im allgemeinen in beliebiger 
Richtung anzunehmen sein wird). Bestimmt man also zuerst die drei 
Stabkräfte im Knoten 4, so folgen nacheinander Knoten 3 und 2. In 3 
sind wieder drei Unbekannte zu berechnen, darunter zwei Stützenstäbe, 
deren Richtungen im allgemeinen beliebig gewählt werden kännen. Im 
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Knoten 2 verbleiben diuin nur noch zwei unbekannte Stabkräfte, ein- 
schließlich des Stutzenstabes. Der ga/eiie Ersatsstab Yi kann hier ein- 
geschaltet werden nnd zwar nur als StUtzenstab. Seine Lage ist im 
allgemeinen beliebig anznnetamen. In der Fig. 235 wurde er wagerecht 
angeordnet. Man erhält jetzt im Knoten 2: 

Yia ans dem Belastungszustande *Xa ^ o< und *Xi ^ o< , 

Ka, . . - .J>f, = i«bei .^, = 0., 

K« - - - ,^, = I. - .a:, = o. . 

Schließlich gelangt man ztun Knoten i , worin nunmehr alle anstoßenden 
Stabkräfte, mit Ausnahme der drei Stützenstabkräfte festgestellt worden 
sind. Richtung und Größe der Stlitzenkraft in i ist damit auch gegeben. 

Bei einer derartigen Behandlung der gestellten Aufgabe entscheidet 
es sich auch, ob etwa ein Ausnahmefall (34) vorliegt Um dann einen 
solchen Fall zu vermeiden, braucht man nur kleine Änderungen in den 
Richtungen einzelner Stäbe vorzunehmen, solange bis man alle Stabkräfte 
des Fachwerks eindeutig festgelegt hat. 

Aus den Gleichungen (50) tmd (51}, die hier die Formen: 

y; = K„ 4- X, Y„ 'hXiYai = o, 
K* = Kfc + X^Yi^ + XtYts= o 
annehmen, findet man X^ und Xf und daraus irgend eine Stabkraft 

Sr = S„-^ X, 5„ + Xt Sri ■ 

d. Verwendung von mehr als zwei Tauschstäben. Unter 
Umständen, namentlich wenn es sich um symmetrische Anlagen handelt, 
kann es von Vorteil sein sein, mit mehr als zwei Tauschstäben zu ar- 
beiten. Im allgemeinen wird aber sowohl der Konstrukteur als auch 
der Statiker suchen mit möglichst wenigen Mitteln auszukommen. Des- 
halb dürfen Konstruktionen, die für ihre Berechnung vieler Tausch- und 
Ersatzstäbe bedürfen, zu den Ausnahmen gerechnet werden. Auf solche 
hier näher einzugehen, entspricht nicht dem Zwecke des vorliegenden 
Buches, um so weniger als die auch in solchen Fällen maßgebende all- 
gemeine I,ösung (77 b) gegeben wurde. 
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% 12. Stabkraft-Bestimmungen unter Anwendung von 
Sfttzen der geometrischen Bewegungslehre. 

Die Grundlage der Sätze, die hier in Anwendung kommen, bildet 
der Satt von dm virtuellen Geschwindigkeiten oder Verschiebungen, der 
(unter 34) bei Besprechung der unendlich kleinen Bew^lichkeit von 
Stabwerlten bereits benutzt und unter 40 bewiesen worden ist Auf 
die al^emeinen Darlegungen der angezogenen Absätze, worin auch das 
Wesen einer zwanglilufigen Stabkette (24} erläutert wtmle, wird hier Be- 
zug genommen. Daran schließen sich nachstehend, zuerst dne Wieder^ 
holung der notwendigsten Sätze der geometrischen Bewegungslehre und 
darauf deren Anwendung für die Berechntmg der Stabkräfte von ebenen 
und räumlichen Fachwerken. 

78. Verscbiebungapläne fUr ebene zwanglättfige Stabketten'). 

Eine zwajigläufige Stabkette wurde (unter 24) als eine Stabverbindimg 
erklärt, in welcher sämtliche Punkte jedes starren Stabes gegen jeden 
anderen starren Stab geometrisch bestimmte Bahnen beschreiben müssen. 
Um nun flir eine beliebige, aber mögliche augenblickliche Bewegung 
der Kette die Verschiebungen der Knotenpunkte nach ihrer Gröüe und 
Richtungen bestimmen zu können, betrachten wir zunächst die augen- 
blickliche Bewegung von zwei durch ein Gelenk miteinander verbundenen 
Stäben (oder Scheiben). Die diu'ch die Bewegung herbeigeführten Knoten- 
vcrschiebungen v sollen — als ai^nblickliche — derart klein aufgefaßt 
werden, daß man den Bogerme^, den ein Stabknoten zurückl^t, als 
eine Gerade ansehen darf. 

Es ist leicht einzusehen, daß die Verschiebung v^, irgend eines 
Knotens m der Kette bestimmt ist, sobald die Verschiebungen vi und 
v^ von zwei Nachbarknoten / und ti gegeben sind. Wir lösen danach 
die Grundaufgabe : Die Verschiebung eines Knotens i zu finden, wenn die 
Verschiebungen der in die Nachbarknoten mündenden Stabenden 2 und 
3 g'gf^en sind, 

a. Erste graphische Lösung. Knoten 2 verschiebe sich um die 
Strecke v^ ^ z — 2', de^leichen der Knoten 3 um »3 ^ 3 — 3' (Fig. 239). 
Der im gleichen Zeitabschnitt dt vom Knoten 1 zurückgelegte Weg i', läßt 
sich mit Hilfe einer den Strecken v, und v^ entsprechenden Parallel- 
vetschiebimg der beiden Stäbe 1 — 2 und 1 — 3, in Verbindung mit einer 

' WtLLIOT, Notatlons pratiquei sur 1> st&Ciqae graphique. 1877. — MoHS, Über 
GeschnindigkeitsplaDe und BeicblettnigiingsplItDe. CiviUngenieni. 1877, Ein« Sdirili 
von tp^ndlegender Bedeutnog. 
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Drehimg der Stäbe um die Punkte a' und 3' finden. Zu dem Zwecke 
trage man in i die beiden Verschiebungen », und v^ ihrer GröQe und 
Richtung nach auf. Dann brauchte man nur noch zwei Kreisbogen zu 
schlagen, einerseits mit der Stablänge i — 2 um 2' als Mittelpunkt, 
anderseits mit i — 3 um 3' als MittelpnnkL Im Schnittpunkt der beiden 
Kreisbogen läge dann der Punkt i und durch die Strecke i — i' wäre 
die gesuchte Verschiebung v, (von i) gefunden. Bei der Ausführung 
der Lösung genügt es aber, an Stelle der Kreisbogen in den Punlcten 
2' und 3' zur betreffenden Stabrichtung je eine Senkrechte zu ziehen, 
deren Schnittpunkt genau genug den Ort von i' angibt, weil es sich 
hier, wie schon gesagt, nur um eine augenblickliche Bewegung, also um 
diSerentiale Wegestrecken handeln soll. 

Aus der in der Fig. 239 durchgeführten Lösung erkennt man, wie 
im vorliegenden Falle ein Versehiebungsplan Am einfachsten gezeichnet 
werden kann: Man braucht dazu nur von einem beliebigen Pole O aus 




Fig. 240. 



i) die gegebenen Strecken v^ und v^ nach Richtung und Größe auf- 
zutragen (Fig. 240) und 3} von den Endpunkten jener Strecken je ein 
Lot auf die Sichtung des tugehörigen Stabes zu fällen. Im Schnitt- 
punkte 1' der Lote hat man dann den gesuchten Ort des Knotens i 
und seine Verschiebung — i' gefunden. 

Die Bedeutung der Lösung obiger Grundaufgabe liegt darin, daß 
man durch ihre Wiederholung im stände ist, für eine beliebige Stabkette 
einen Verschiebungsplan zu zeichnen, in welchem die Richtung und 

U<lirt«Di. Sutik d« BiukonutukdaacD. I. Ic 
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Größe der Verschiebung eines beliebigen Stabknotens in von einem be- 
liebigen Pole aus als Strecke — m aufgetragen ist. Ehe aber solche 
Pläne für gegegebene Fälle gezeichnet werden, empfiehlt es sich, die 2. 
Lösung obiger Grundao^be zu geben. 

b. Zweite graphische Lösung. An Stelle der beiden Stäbe i — 2 
und 1 — 3 mögen hier allgemeiner die beiden starren Sckeibtn I und // 
treten, die im Knoten i durch ein Gelenk verbunden sind (Fig. 241)- 
Die V«:scliiebtuigen v, und w, je eines beliebigen Punktes einer Scheibe 
seien gegeben. Gesucht die Verschiebung z/, des Gelenkes. 

Der wesentliche Unterschied der vorliegenden gegenüber der ersten 
Lösung besteht darin, daß zunächst die beiden beliebig angenommenen 
Verschiebungen v stnkrechi zur Richtung der augenblicklichen Bew^ung 
der betreffenden Punkte [z imd 3) aufgetragen, also um 90° im Sinne 
des Uhrzeigers gedreht werden. Wenn dies geschehen ist, fallen die 



'^ "T Strecken f', = 2— a' imd i", ^ 3 — 3' 

)\ I mit den Richtungen der Halb- 

'■•, ! messet der Pole zusammen , um 

^^ welche die augenblickliche Bewegung 

rig. 241. (Jer Scheiben vor sich geht. Um 

die Pole zu finden bedarf es folgender 

Überlegung. Die Verschiebungen der Punkte i und 3 der Scheibe / 

verhalten sich wie die zugehörigen Polhalbmesser. Zieht man also die 

Gerade 2'—« parallel zur Verbindungsgeraden der Punkte i und 2, so 

muß notwendig der Endpunkt i' der um go" im Sinne des Uhrzeigers 

gedrehten Geschwindigkeit v, in die Parallele 2' — « fallen. Desgleichen 
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muß für die Scheibe II der Punkt i' in eine Parallele 3' — m zur Ver- 
bindung^eraden der Punkte 3 and i Mlen. Demnach liegt i' im 
Durchschnitt der Parallelen 2' — n und 3' — m und die Strecke », = i — 1' 
gibt die gesuchte Verschiebung des Knotens i, deren Richtung senk- 
recht zu derjenigen von i — i' zu nehmen, also durch Zurückdrehen 
von I — i' um 90° entgegengesettt dem Sinne des Uhrseigers zu erhalten 
ist. V^lfingert man die Richtungen der in den Polhalbmessem liegenden 
Verschiebungen, so treffen sie sich in den Polen $, und $3, um welche 
die augenblickliche Bewegung der beiden Scheiben erfolgt, derart daß 
Punkt 3 um Pol $,, Punkt 3 um Pol $, und Knoten i sowohl um $, 
als auch um $, dreht. 

Konstruktiv k{)nnte man die Bewegung dadurch festlegen, daß man 
in den Punkten 2, 3, sowie auch in $, und $3 Gelenkknoten vorsähe 
und in die zwischenliegenden Strecken ^, — x, Sß^ — 3, ^j — i und 
$, — $j starre Stäbe einlegte. Man erhielte dann eine xaiangläußge 
Kelle mit zwei Scheiben, 5 Knoten und 4 einfachen Stäben. Um die 
Kette starr zu machen fehlte nur i Stab. 

Bei der beschriebenen zweiten Lösung der Grundaufgabe braucht 
man, um die in einer bestimmten Richtung, z. B. in der Richtung einer 
Kraft, zurückgelegte Verschiebung S zu finden, nur vom Endpunkte der 
im Polhalbmesser aufgetragenen Verschiebungen ein Lot auf die erwähnte 
Richtung zu fällen. Die Länge dieses Lotes ist gleich S. In der Fig. 341 
stellen also J, und Ö^ die in die Richtung der Kräfte /*, und P^ fallenden 
Scitenverschicbungen von v, und v^ dar. Der Beweis dafür liegt auf 
der Hand. Die Summe der Seilenversehiebungen d der beiden Endknsten 
eines starren Stabes oder einer Scheibe ergibt sich immer tu Null, weil 
eine Seite m' — n' eines Verschicbungsplanes der zugehörigen Richtung 
des starren Stabes m — n stets parallel sein muß. 

Schließlich bliebe noch zu erwähnen, wie man das Vorzeichen der 
in den Polhalbmessern liegenden Verschiebungen bestimmt. Man ersiebt 
dies aus der Fig. 241, worin die Projektionen von v^ und v^ auf die 
Richtung der in a und 3 angreifenden Kräfte /*, und /*, angegeben 
sind und zwar zweimal, sowohl fUr die wirklichen als auch für die um 
90° gedrehten Geschwindi^eiten. Danach ist es gleich, ob man an- 
statt des Ausdruckes der virtuellen Arbeit = ± P& das statische Moment 
in Beziehung auf den Endpunkt der um 90" gedrehten Geschwin- 
digkeiten nimmt, denn dieses ist ebenfalls gleich ± P&. Das folgt ohne 
weiteres aus der Kongruenz der fUr einen Knoten in Frage kommenden 
beiden Projektionsdreiecke. In dem einen Dreieck liegt 6 in der Rich- 
tung der Knotenkraft, in dem zweiten senkrecht dazu. 
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c Analytische Lösung. Man gelangt wohl zor einfachsten Lösung 
der Gnindau^jabe, wenn man den Satz der virtuellen Verschiebungen 

unmittelbar anf den 

Gleichgewichts- 
zustand jedes einzd- 
ncn Knotens an- 
wendet 

Es seien vi und 
Vn die g^ebenen 
(oder beliebig ange- 
Donunenen) Verschie- 
bungen der End- 
knoten / and n von 
zw^en der im Knoten 
m vereinigten Stäbe 
/ — m und « — «; Si 
und d. seien die zu- 
gehörigen SeitenverschiebungeQ, d. b. also die Projektionen von vi und v, 
auf die betreffenden Stabrichtungen. Es werde gesucht die Verschie- 
bung 8m in der Richtung einer in m angreifenden äulleren Kraft Fr, 
(Fig. Z4a). 

Die unter der Kraft i'„ in den beiden Stäben !—m und « — m ent- 
stehenden Spannkräfte Si und Sn werden allgemein durch die Glei- 
chungen 

Si = kiP^ 
S, = *,/>_ 

auszudrücken sein (Fig. 343). Im Gleichgewichtszustande der zwang- 
läufigen Kette findet an jedem Knoten m zwischen den dort wirkenden 
Kräften auch flir sich Gleichgewicht statt. Für eine mögliche Lagen- 
änderung der AngrifTsp unkte /, m, n dieser Kräfte muß also die Arbeits- 
summe gleich Null sein (40); das ist 



Fig. 243. 




A.<J- 


, + iiPm^t + i,P„S, 


oder 


— 8„ = Aid, + i^S, 


worin 


^'-^ 
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6„ ist also nnabhäDgig von Pm und allein abhängig von dem Verhält- 
nisse der Stobkraft zur äuDcren Kraft. Dies Verhältnis bleibt aber für 
jede beliebige äaßere Kraft das gleiche. Am einfachsten bestimmt man 
deshalb Sm für P„ = i. Werden dann die Stabkräftc für /"« = i mit 
Si und Sh bezeichnet, so eriiält man 

— 5„ = Sjtf / + -5^ . (S«) 

79. Beispiele und Anwendung von ebenen Verschiebungs- 




Wie die Lösungen der Grundaufgabe (78) daigetan haben, ist die 
Verschiebung v„ eines Knotens m durch die Verschiebungen vi und 
?'» von zweien seiner 
Nachbarknoten bestimmt 
Umgekehrt kann man 
danach auch Vm für irgend 
einen Knoten m einer 
zwangtäutigen Kette be- 
liebig annehmen, wenn 
man nur die Seitenvet^ 
Fig. 144. Schiebungen^ w/ = l~~l' 

nnd »■ ^ « — «' zweier 
Nachbarknoten entsprechend wählt, nämlich in solcher Größe und Rich- 
tung, daß die Seiten m — t und m — «' eines Verschiebungsecks den 
Stobrichtungen m— / und m — n parallel laufen (Fig. 244). 

1. Beispiel. In dem ebenen belasteten Grundeck der Fig. 245 Ut 
der Stab i — 2 ah Tausekstab ausgeschaltet. Für die verbleibende swang- 
läufige Stabkette ist ein Verschiebungsplan zu teichnen. 

Das Zeichnen des Planes erfordert eine Wiederholung der ange- 
gebenen ersten Lösung der Grundau%abe. Von einem Pole aus sind 
die beliebig angenommenen Verschicbungen v^ und v^ der Knoten 5 
und 3 nach Richtung und Größe aufgetragen (Fig. 246) als O — 5', O — 3'. 
Von den Endpunkten 5' und 3' wurden dann die betreffenden Lote 
auf die Stobrichtungen i — 5 und 1— -3 gefällt In deren Schnit^ankt 
liegt i'. Damit ist w, = O — i' gefunden. Ebenso findet man 
aus »j und v^ die Stredte t\ ^= O — 4; darauf v^ = O — 6' aus v^ 
und 7'j und — 2' ^ v^ aus v^ und Vy Hätte sich in dem der- 
gestalt gezeichneten Verschiebungsplane die Sichtung von v^ = O — 2' 
oder von v, ^ O — i' senkrecht zur Richtung des Stabes i — % ergeben, 
so läge heim Grundeck der Fig. 245 ein Ausnahmefall der unendlich 
kUinm Beweglichkeit vor. Denn wie bereits (unter 34) ausführlich 
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dargelegt worden ist, würden in diesem Falle die Wege der beiden Stab- 
kräfte X in der Richtung von X gleich Nnll, somit also X = oo werden. 




Die Zeichnung eines Verschiebungsplanes erscheint danach ab ein ein- 
faches Mittel, um die Frage nach einer etwaigen unendlich kleinen 
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Beveglichkeit beantworten zu können. Welchen Tauschstab man dabei 
auch wählt, in jedem Fall wird die Richtung der Geschwindigkeiten der 
Endknoten des Tauschstabes allein maßgebend sein. 

Will man mit Hilfe eines Verschiebungsplanes die Spannkraft X irgend 
eines Tauschstabes finden, so braucht man den Plan nur durch die Projektionen 
d der Verschiebungen v auf die Richtong der zugehörigen äußeren 
Kräfte zu ergänzen. Für das vorliegende Grundeck ist das in der Fig. 246 
geschehen. Die Projektionen 5 sind durch grüne Striche hervorgehoben. 
Man erhält danach: 

wobei die Vorzeichen aus dem Vergleich der Verschiebungs- mit den 
Kraftpfeilen zu bestimmen sind. Entgegengesetzte Pfeilrichtungen 
geben negative virtuelle Arbeiten. Daraus folgt: 

Für x,x^ ^ o wird X= 00, d. h, fiir den Ausnahmefall, wenn die Ver- 
schiebungen ;', und i\ beide senkrecht zur Richtung von X fallen. Daß 
eitte der Verschiebungen v^ oder v^ allein in diese Richtung fallen 
könnte, während die andere dies nicht täte, ist ausgeschlossen, weil im 
Ausnahmefall die Pole der augenblicklichen Bewegung für die Knoten 
des Tauschstabes beide in der Richtung dieses Stabes liegen 
müssen (34). 

Aue obigem geht hervor, wie man für ein starres Grundeck mit 
Hilfe eines Verschiebungsplanes die Spannkraft eines beliebigen Tausch- 
stabes ßaäm kann, ohne (fazu einen Ersatsstab zu brauchen. Das Zeichnen 
eines Verschiebungsplanes ist also ein Mittel zur Berechnung von Grund- 
ecken. Sollte es, um dabei einen Kräfteplan zeichnen zu können, not- 
wendig sein, mehrere Tauschstäbe zu benutzen, so geschähe das Aus- 
schalten der Stäbe am einfachsten nacheinander. Bei Verwendung von 
r Tauschstäben brauchte man dann ebensoviel Verschiebungspläne. Da- 
raus berechnet man die Spannkräfte der Tauschstäbe und könnte danach 
schließlich den Kräfteplan des Gnindecks anfertigen. 

a. Beispiel. Für das ebene Grundeck in Fig. 247 ist ein Ver- 
schiebungseck zu zeichnen, in weichem auch alle Polrichtungen der augen- 
blicklichen Beivegung enthalten sind. 

Das veriangte Verschiebungseck findet man durch Wiederholung der 
(unter 78b) angegebenen zweiten Lösung der Gmndaufgabe, i — 3 sei 
der beliebig gewählte Tauschstab. Die Verschiebungen werden in ihren 
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Folhalbmessem aufgetragen, also um 90" im Simie des Uhrzeigeis 
gegen ihre wirkliche Richtuog gedreht. 

Die Geschwindi^eiten v^ und v^ wurden in beliebiger Ricbtang 
und Größe angenommen und aufgetragen. Von ihren Endpunkten 3' 




i '' 



und 5' wurden 3' — 4' und 5' — 4' parallel gezogen zu den betreffenden 
Stabrichtungen 3 — 4 und 5 — 4- Damit ist die Verschiebung v^ = 4 — 4' 
gefunden; ihre Richtung steht senkrecht zur 4 — 4'. In gleicher Weise 
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ergibt ach durch das Ziehen der Parallelen 3' — 8' und 5' — 8' die Ver- 
schiebung Vg = 8 — 8'. Wiederholt man derart die Lösung der Grund- 
aufgabe, wobei nacheinander die Knoten 7, 6, a und i an die Reihe 
kommen, so ist das Verschiebungseck fertig. Es ist in der Fig. 347 
mit grünen Strichen gezeichnet und die Verschiebungen v, bis Cj sind 
darin durch rote Striche hervorgehoben worden. 

Es ist ersichtlich, daß das gegenstitrgt Vtrhällnii der Venchitbungen 
ungeänätrt bUibt, ivie man auch die Größe derjenigen Geschwindigkeit 
wählt, über welche in einem einzigen Knoten fr» verfügt werden darf. 
Denn die Endpunkte der Verschiebungen beschreiben bei der zwang- 
läufigen Bewegung der Kette gerade ähnliche Funktreihen. Wählt man 
also die freie Geschwindigkeit gleich Null, so erhält man auch die Ge- 
schwindigkeiten aller übrigen Punkte der Kette gleich Null. 

Man wolle femer beachten, daß die von den Punkten i' and i' 
auf die Richtung von X gefällten Lote — das sind (nach 78b) die 
Seitengeschwindigkeiten von w, und w, in der Richtung von X — ver- 
schieden groß ausfallen. Es folgt daraus, daß der UnterscMed d, — d, 
von Nuü verschieden ist, d. h. daß X nicht unendBch groß werden 
kann. Wäre aber die punktiert angedeutete Gerade i' — 3' der Fig. 247 
parallel zur Richtung von X ausgefallen, dann wäre auch der Unter- 
schied d, — i^=: O und JV != 00 geworden. Die Zeichnung eines 
Verschiebungsecks — so soll ein mit Hilfe des Polhalbmessers gezeich- 
neter Geschwindigkeitsplan fortan genannt werden — ist also ein Mittel 
zur Beurteilung der unendlich kleinen Beweglichkeit eines Grundecks, 
oder auch eines Stabwerks, das sich in bekannter Weise auf das Grund- 
eck zurückführen läßt (30). 

80. Geometrisches Kennzeichen der Starrheit ebener Grund- 
ecke. 

a. Das geschlossene Verschiebungseck. Wie man auf unend- 
lich kleine Beweglichkeit schließen kann, wenn die Stabkraft eines E> 
satzstabes im Kräfleplane zu Null wird (74-3), so erkennt man, wie in 
den vorgeführten beiden Beispielen gezeigt wurde, eine unendlich kleine 
Beweglichkeit auch aus der Gestalt eines Verschiebnngsplanes. Das 
letz^nannte Kennzeichen ist ein rein geometrisches. Es ergibt sich 
besonders anschauhch aus der Betrachtung der Lage der verschiedenen 
Pole, die das Gesckwindigkeitseck einer Kette stets enthalten wird, im 
besondem aus der nicht ausgeschlossenen Mö^ichkeit einer g^enseitigen 
Lagenänderung der Stäbe eines Grundecks durch Drehungen um jene 
Pole. Die Folge davon kann eine endliche oder unendlich kleine Be- 
weglichkeit sein. 
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Das VoThandcDseiD einer endlichen Beweglichkeit kann hier außer 
Betracht bleiben Um eine solche zu erkennen, braucht man kaum ein 
Verschiebungseck weil die Mittel der Stabvertauschimg oder die Auf- 
teilui^ des Grundecks in starre oder uberstarre Scheiben unter Bestim- 
mung der notwendigen Zahl und L^e der Verbindungsstäbe (22 — 23) 
in der Regel rascher zum Ziele führen 

Das in den beiden vongen Beispielen bereits angegebene geometrische 
Kennzeichen flir unendlich kleine Beweglichkeit, oder was dasselbe ist 

ihr das Eintreten 
^-*' "inendlich großer 

atabkräfte, läßt 
ich noch veral^e- 
leineni. Um dies 
iarzutun empfiehlt 
s sich, zunächst 
;ine ai^:enblick- 
iiche Bewegung 
eines starren 
Grundecks zu be- 
trachten. Mankann 
siealseineDrehnng 
um einen Pol % 
aufrassen(Fig. 348). 
Sind die Verschie- 
bungen v^ und Vt 
von zwei beliebigen 
Knoten m und n 
gegeben , so ist 
', 1 ,' damit auch die 

1 1 / Geschwindigkeit 

, I I / jedes andern be- 

-r\^--An^ liebigen Knotens 

N >\'l ,' (oder Punktes] der 

Vj- Scheibe desGrund- 

ecks gegeben. Die 
Geschwindigkeiten 

verhalten sich, wie die zugehörigen Polhalbmesser p und wie aus einfachen 
geometrischen Gründen folgt, bildet danach das Versehübvngseek eine 
tum Grundeck ähnliche und ähnlich liegende Figur. Der Pal^ ist der 
Ahnlichkeitspunkt beider Figuren. 




Fig. 148. 
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Läßt sich also zu dem Stabgebilde eines Gniudecks ein ähnliches 
Verschiebungseck zeichnen — und das ist auch für ein bewegliches 
Grundeck mißlich — 

so beweist das vorläufig %7 

weiter nichts, als daß 
dabei eine augenblick- 
liche Drehung des Stab- 
gebildes um einen einzigen 
Pol zu Gnmde lag. Be- 
trachten wir dem gegen- 
über die Bewegung einer 
zwangläufigen Kette (24). ^1 

Vervollständigt man 1 

das Verschiebungseck / 

einer zwangt: Lufigen Stab- 
kette durch Einziehen der 
Seite j'i' zwischen den 
Verschiebungen ti' nnd 
kk' der Knoten eines be- 
liebigen Tauschstabes, so 
wird (nach vorigem) un- 
endlich kleine Beweglich- 
keit eintreten, sobald die 
Seite !A' zur Stabrichtung 
ik parallel ist In diesem 

Falle ist das Verschiebungs- J 

eck eine Figiur, in welcher j' 
jede beliebige Seite m'ti Fig, j^^. 

der zugehörigen Stab- 
richtung mn parallel ist. Bezeichnet man eine solche Figur als em ge- 
schlossenes Verschiebungseck, so folgt der Satz: 

Ein Grundeck ist mindestens von unendlich kleiner Beweglichkeit, 
wenn sich zu seinem Stabgebilde ein diesem nicht ähnliches geschlossenes 
Verschiebungseck zeichnen laßt. 

b. Beispiele. Einige Beispiele mögen die Anwendung des Satzes 
näher erläutern. Die zugehörigen Grundecke sind in den Fig. 349 
bis 354 dai^estellt. Dabei wurden alle unzweifelhaft stauen Stabwerk- 
teile der bessern Übersicht wegen als Scheiben schrafBert daigestellt 

I. Das Gnmdeck in der Fig. 249 ist von unendlich kleiner Be- 
w^ichkeit, weil das geschlossene Verschiebungseck dem Grundeck 
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unähnlich ist Das Verschiebungseck vurde der Reihe nach für die 
Knoten i, 2, 3, 4, 5 gezeichnet; v, = Null angenommen, », = 2 — 2' 

als io die Richtung 
von 1 — 3 fallend 
Sobald die drei 
Verbindungsstäbe 
der beiden Schei- 
ben /und //nicht 
in einem Punkte $ 
zusammenträfen, 
würde das Dreieck 
stair (22) sein. 

2. In dem 
Grundeck der Fig. 
350 ist die mitt- 
lere Scheibe 7" von 
fünf zwangläufigen 
Vieretien um- 
geben, die sich 
gegenseitig in ihrer 
Bewegunghemmen 
müssen (24), wenn 
nicht Beweglichkeit ein- 
treten solL 

3 — 4 sei der be- 
liebig gewählte Tauschstab. 
V, = I — i' wurde als 
in die Richtung i — 7 
fallend angenommen, 
Vg = NuU gesetzt Daraus 
ergab sich r, ^ Null und 
infolgedessen fiel das Ver- 
schiebungseck für die 
mittlere Scheibe T mit 
dem Scheibenumriß zu- 
Fi^. 3;i. sammen. Nachdem dann 

noch 2', 3", s', 4 be- 
stimmt waren, zeigte es sich, daß die Seite 3' — 4' des geschlossenen 
VerschiebuDgsecks dem Tauschstabe nicht parallel ist. Das Gnmdeck 
ist also starr. Es ist aber ersichtlich, daß die Seite 3'— 4' dem Stabe 
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3 — 4 parallel ausfallen würde, wenn die Richtungen der fünf Wand- 
stäbe zwischen dei Scheibe und den Umfangsstaben in einem Punkte 
zusammenträfen. In diesem Falle bestände unendlich kleine Beweg- 
lichkeit. 

$. Das Grundeck der Fig. 351 ist im Umfange ein Sechseck und 
die drei Wandstäbe kreuzen sich ohne Knoten (27). 

5 — 6 sei der Tanschstab, v^ = Null, v^ ^ ^ — 3' in die Rich- 
tung 3 — 6 fallend, usw. Das Grundeck ist starr, weil 5' — 6' zu 5 — 6 
nicht parallel ist. 

Ein symmetrisches oder imsymmetiisches Sechseck gleicher Anord- 
nung wird von unendlich kleiner Beweglichkeit sein, wenn die Pole der 
Bew^;ung in einer einzigen Geraden liegen (Fig. 252). Dabei dürfen die 
Stäbe I — 6, 2 — 5 und 3 — 4 als Scheiben (/, //, ///) angesehen werden, 




Ai,'- 



deren Verbindui^ untereinander durch die Stäbe i — 2, 6 — 5, 3 — 3, 
5 — 4, I — 4 und 6 — 3 erfolgt, %-a ist das gedachte Gelenk (oder der 
Pol) für / und //, !Pii— m desgl. für // und /// usw. Das geschlossene 
Verschiebungseck i' — 2' — 3' — 4' — 5' — 6' ist dem Grundeck also nicht 
ähnlich, obwohl seine sämtlichen Seiten den Grundeckseiten parallel 



4, Die in Fig. 253 gezeichnete Verbindung von 5 Scheiben erfordert 
(5 — i) 3^12 Verbindungsstäbe, die auch vorhanden sind: nämlich 
4 Scheibengelenke und 4 einfache Stäbe. Das dadurch gebildete Grund- 
eck ist trotzdem von unendhch kleiner Beweglichkeitj weil das gezeich- 
nete geschlossene Verschiebungseck ihm unähnlich ist. Wie man den 
Tauschstab auch wählen möge, dessen Spannkraft ergäbe sich inuner 
unendlich groß. 
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5. Wie eine Abzahlung der notwendigen Zahl der Stäbe ergibt, ist 
das in der Fig. 354 dai^stellte zusammengesetzte Fachwerk stair. Es 
fehlt aber noch die Unter- 
suchung auf unendlich kleine 
Beweglichkeit. Dabei kann 
man das Stabgebilde als aus 
zwti zwangläufigen Ketten 
bestehend ansehen, die im 
Scheitelgelek c verbunden 
sind. Jede dieser beiden 
Ketten ist durch ein festes Ge- 
lenk (a oder ö] und einen Pen- 
delstab (in d oder e) gestützt 
Das Fachwerk wird (nach 24) 
Starr sein, wenn die beiden 
Bahnen des Scheitelgelenkes e, 
die für jede Kette besondere 
bestimmt werden., keinegemein- 
schaftUche Tangente besUten. 
Das Beispiel bietet auch Gelegenheit zu zeigen, wie man bei der 
Zeichnung der Verschiebungseche die durch die Stutsung vorgeschriebenen 





Bewegungen der Stützpunkte zu berücksichtigen hat. Den Gelenkpunkten 
a und b ist eine Verschiebung Af/// vorgeschrieben, während die 
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Verschiebungen 3—3' und 7 — 7' der Knoten 3 und 7 na€k den Polen d 
und e gerichtet sein müssen, um welche die Pendelstäbe schwingen. Die 
derart, anter Berücksichtigung der StUtzenbedingungen, gezeichneten 
Verschiebungsecke ei^ben (in der Fig. 154) für die beiden Verschic- 
bongen c — c'a der linksseidgen and c — ^t der rechtsseitigen Kette 
verschiedene Richtungen, woraus zu schließen, daQ das Fachwerk tat- 
sächhch starr ist 

Bei der Ausführung solcher und ähnlicher Konstruktionen wird es 
immer ratsam sein, den Schaittwinkel der beiden Geschwindigkeiten des 
Scheitelgelenkes nicht za spitz werden zu lassen, weil sonst — wegen 
der unvermeidlichen elastischen Foimändeningen aller Bauteile — be- 
deutende Verschiebungen des Scheitelgelenkes zu erwarten stehen, um so 
gröDer, je mehr die Spannkräfte der anstoßenden Stäbe sich der 
Grenze 00 nähern. 

81. Die StUtzenbedingungen in der Darstellung eines ebenen 
Verschiebungsecks. 

Im vorigen Beispiele wurde bereits gezeigt, wie man die den Stutz- 
punkten vorgeschriebenen Bewegungen von vornherein berücksichtigt. 
In sehr vielen andern Fällen mrd man es ebenso machen können, weil 
ja bei der Stützung eines ebenen starren Fachwerks meistens nur drei 
Bedingungen gestellt werden. In vieteo Fällen kann man überhaupt die 
StUtzenbedingungen ganz außer acht lassen, wenn es sich nämUch allein 
um die Unlersuchung eines Grundecks handelt, das einen Teil eines 
größeren Stabweiks bildet. Denn dann ist vorauszusetzen, daß alle 
Stützenkräfte und Stabkrä^ (mit Ausnahme der Stablu-äfte des Grund- 
ecks) nach bekannten einfachen Methoden vorher berechnet worden 
sind. Anders läge der Fall, wenn ein gestützles Grundeck zu unter- 
suchen wäre, wobei auch die Aufgabe gestellt werden könnte, die Spann- 
kraft irgend eines Stützenstabes mit Hilfe eines Verschiebungsecks zu 
bestimmen. 

Es wird daher für alle Fälle noch ein Verfahren anzugeben sein, mit 
dessen Hilfe man nachträglich ein zweites Verschiebungseck zeichnet, 
worin die gegebenen StUtzenbedingungen berücksichtigt weiden, nach- 
dem dies im ersten (in bekannter Weise erhaltenen) Verschiebungseck 
nicht geschehen ist. Das hierbei zu benutzende Verfahren ist von 
Mohr angegeben worden". Es läßt sich an dieser Stelle durch ein 
einfaches Beispiel erläutern. Ausführliches darüber im II. Bande. 

' a. a. O. Anmerkung uDler 78. 
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Für die in der Fig. 355 dai^estellte in zwei Knoten (n und i) ge- 
stüutc zwangläufige Kette ist ein erstes beliebiges Verschiebungseck 
a't'/ife'/" gezeichnet Dabei ist weder berücksichtigt, daß Knoten a 
bei jeder Bewegung der Kette ruhen bleiben, noch auch, daß der Stütz- 

f 




Fig. »SS- 

knoten ö um den Gelenkpunkt g als Pol schwingen muß. Weil es sich 
hier aber im allgemeinen immer nur um Bewegungen handelt, die als 
unendhch kleine betrachtet werden dürfen, so wird es auch immer mög- 
lich sein, die Stabkette nachträglich durch eine Drehung um einen ein- 
zigen Pol derart zu verschieben, daß lieren ähnliches und su skr ähnlich 
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liegendes Bild (80a), als zweites Versctüebungseck in Veibiodimg mit 

dem ersten, die gesuchten wirklichen Verschiebungen angibt. Ist dabei 

allgemein die erste Verschiebung 

eines beliebigen Knotens m der 

Kette nach Richtung und Größe 

gleich m — m und die [zweite) 

Polverschiebung desgleichen gleich 

iw" — »«, so erhält man die der 

Wirkung dieser beiden Verschifr- p]-_ j-ß_ 

bUDgen gleichwertige Verschiebung 

v^ =1 m' — ffi' aus dem Verschiebungdreieck mm'm" (Fig. 256). 

Nach solchem Verfahren ist das zweite Verschicbungseck in der 
P'K- ='55 gezeichnet. Es ist in roten Linien dargestellt, während die 
Verschiebungen z'„ durch grüne Striche hervorgehoben worden sind. 
Dabei ist der Fol $, den man Übrigens nicht notwendig zu haben 
oder zu suchen braucht, durch folgende Stützenbedingungen gegeben: 
I ) Knoten a soll ruhen bleiben, also muß sich v^ = Null ergeben, oder 
mit andern Worten, die zweite Verschiebung a" — a muß gleich groß, 
aber entgegengesetzt der ersten gerichtet sein. 2) Die gesuchte Ver* 
Schiebung vi = b" — b' muß parallel zur Richtung des Stützenstabes bg 
sein, weil die wirkliche Verschiebung des Stützenstabes b senkrecht dazu 
steht. 

DmY:h diese Bedingui^en finden sich die beides Punkte a" und b" 
des zweiten Verschiebungsecks und damit ist dessen der Stabkette 
ähnliches und zu ihr ähnlich liegendes Bild g^eben. Aus der Ähn- 
lichkeit folgt, daß die Seite a"b" parallel zur Verbindut^sgeraden ab 
laufen muß. Zieht man außerdem noch b'b" parallel zur bg, so findet 
sich auch Punkt b". Wenn, wie im vorliegenden Falle, ein starres Grund- 
eck untersucht wird, unterscheiden sich die beiden Veischiebungsecke 
dadurch, daß das zweite der Stabkette ähnlich ist, während das erste 
eine Seite besitzt, die dem zugehörigen Stabe der Kette — dem Tausch- 
stabe — nicht parallel ist. 

82. Allgemeines Verfahren der Stabkraft-Ermittelung für 
ebene Grundecke. 

a. Verwendung von mehreren Tauschstäben. Wie man unter 
Beseitigung eines einzigen Tauschstabes und mit Hilfe eines entsprechenden 
Verschiebungsecks die Spannkraft X des Tauseistabes berechnen kann, 
wurde bereits an einigen Beispielen gezeigt. Waren Pg bis /V die in 
den Knoten a bis r angreifenden äußern Kräfte und d^ bis Sr die aus 
dem Verschiebungseck zu entnehmenden Wege dieser Knoten in der 
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Richhmg der äußern Kräfte P, 80 ergab sich nach dem Satze der vir- 
tuellcD VerschiebUDgeo die Gleichung: 

Darin bedeuten dmx und Shx diejenigen SeiteDverschiebnngen Act 
Knoten m nnd n des Tauschstabes, die in dessen Ruktung fallen. I^e 
Vorzeichen aller Verschiebungen bestimmen sich dabei, wie unter 78b 



Sobald nun ein Gnindeck vorliegt, dessen Auflösung in seine Spann- 
kräfte al^emein nur mU Hufe von n Tauschstähen geling, ist die obige 
Stabkraft-Berechnong auch noch möglich, wenn man dabei — irie unter 
79] I. Beispiel, erwähnt — die n Tauschstäbe nacheinander ausschaltet und 
jedesmal ein Verschiebungseck, im ganzen also n an der Zahl, zeichnet 
Man könnte zwar alle n Tauschstäbe auf einmal beseitigen, dann erhielte 
man aber in dem verbleibenden Stabgebilde keine zwangläufige Kette 
mehr. Man müßte also, um dennoch die n Verschiebungsecke zeichnen 
zu können, über die Bewegungen der beiden Knoten aller Tauschstäbe, 
mit Ausnahme eines einzigen, einschränkende Verfügungen treffen. Das 
zu tun erscheint aber unnötig, weil kein zwingender Grund vorliegt, zur 
Zeit mehr als einen Tauschstab auszuschalten. Im folgenden wird das 
Gesagte an der Hand von Beispielen noch näher beleuchtet werden. 

b. Darstellung der Verschiebungsecke. i. Aufgabe: Ein 
Verschiebungseck zu zeichnen, dessen Eckpunkte alle in gegebenen Geraden 
liegen und dessen Seiten alle gegebenen Richtungen parallel sind. 

Die Lösung dieser Aufgabe stützt sich auf einen bekannten geo- 
metrischen Satz über die Gestaltänderung eines n-Ecks. Er lautet: 
» Wenn bei der Gestaltänderung eines n-Ecks dessen Seiten alle eine und 
dieselbe Gerade in festen Punkten treffen, so schreitet einer seiner Eck- 
punkte in einer Geraden fort., vorausgesetzt, daß auch die übrigen Eck- 
punkte gezwungen werden, gerade Linien zu beschreiben. 

Die Ausführung der Läsui^ soll an einem Beispiel gezeigt werden. 

Die Eckpunkte a, c, d und e eines Verschiebungsecks sollen in den 
zugehörigen Geraden AA, CC, DD und EE li^en, seine Seiten sollen 
den Seiten des Stabgebildes abcde parallel laufen. 

Es genügt zwei beliebige Fünfecke zu zeichnen derart, daß dabei 
drei Eckpimkte je in eine der voi^schriebenen zugehörigen Geraden 
fallen. In der Fig. 357 sind dazu die Ecken a, c und e ausgewählt. 
Weil nun die £k:kpunkte d^ nnd i/, der beiden Fünfecke bei der Ge- 
staltänderung des Fünfecks in einer Geraden fortschreiten, so Uegt im 
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Sdmit^UDkte dieser Geraden GG mit der DD der Eckpunkt d' des 
gesuchten Geschwtndigkeitsecks db'c'd^. Wie die gegebene allgemeine 
Lösung in einem besondem Falle anzuwenden ist, erläutert die nach- 
folgende Angabe. 

3. Aufgabe. Es sind die Stabkräfte äts in der Fig. 258 darge- 
stellten Fackwerks, einschließlich der Stüttenkräfle, derart zu berechnen, 
daß zunächst nur die Spannkräfte der netwendigen Tausekstäbe mit Hilfe 




Kg. 257. 



van Versckiebungsecken und darauf die übrigen Stabkräfte aus einem 
Kräfteplane gefunden werden. 

Wie man sich Überzelten wolle, ist die gestellte Aufgabe nur dnrch 
Beseitigung von mindestens zwei Stäben zu lösen. Die Wahl der beiden 
Tauschstäbe ist innerhalb gewisser Schranken beliebig. Es wurden ge- 
wählt die Stäbe e — d mit der Stabkraft X, und b — c mit der Stab- 
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kraft A",. Das behufs Eimittelung von X, gezeichnete VerschiebimgB- 
eclc erhielt die Eckpunkte a',, ä',, ... /»! ; dementsprechend wurden die 
Eckpunkte im zweiten Verschiebungseck (fUr X,] mit a',, i',, . . . m', be- 
zeichnet. Die gegebenen Stutzenbedingungen wtu'den von vomherdn 
berücksichtigt Die Darstellung gir^ danach wie folgt vor sich: Der 
feste Gelenkpunkt a fällt mit a', und a4 zusammen. K und i', liegen in 
der Richtung des Stützenstabes i — s, weil die Verschiebung des Stütz- 
punktes i senkrecht dazu gerichtet ist. 

Verschiebungseck für X,'. Es ist durch rote Linien ausgezeichnet 
imd gezeichnet unter der Annahme, daß vorläufig nvr der Stab e—d 
beseitigt ist. Sämtliche Seiten des Verscbiebungsecks, mit Ausnahme 
der dem Tauschstabe e — d entsprechenden, sind den zugehörigen Stab- 
richtimgen parallel. Es gibt verschiedene Wege, das Verechiebimgseck 
darzustellen. Jedenfalls darf man irgend einem Knoten eine beliebige 
Verschiebung zuschreiben. Im vorliegenden Falle war es das einfachste, 
hierin den Stützenknoten h zu wählen. Die Verschiebung b — b\ (in 
der Richtung des Polhalbmessers der augenblicklichen Bewegui^ des 
Stützengtabes) wurde also beliebig groß angenommen und von dem 
Endpunkte b' wurden zu den Stabrichtungen des Knotens b drei Par- 
allelen gezogen, in denen die Eckpunkte c,', (', und k\ zu liegen kommen 
müssen. Von diesen drei Funkten muß aber i^i in die Stabrichtung 
a — k fallen, weil die augenblickliche Bewegung des Knotens k nur um 
den Gelenkpunkt a erfolgen kann. Die GröOe k — H, wird dadurch 
festgelegt Es ergab sich dann aus Ü^ — r' || ^ — i die Verschiebung 
i — (", des Knotens /. Es folgte jetzt k[ — /,' \k — /. Damit war auch 
vi=s= l — /| festgelegt. 

Die übrigen Eckpunkte c',, i/, bis ra', des Verscbiebungsecks sind mit 
Hilfe des ztu' Lösung der i. Au%abe benutzten Verfahrens gefunden 
worden. Gegeben waren die Geraden J^J^, Af,M,, H^H-, und CC, in 
die in entsprechender Reihenfolge die Eckpunkte /,', w',, H-, und ^i 
fallen mußten. Sobald deren Lage bestimmt war, fanden sich ohne 
weiteres durch Ziehen der beteffenden Parallelseiten auch die letzten 
Eckpunkte if, , e\ und fi . 

Die zum Auffinden des Eckpunktes c\ erforderUchen rot beränderten 
Hilfsfütifecke I' und IF wurden absichüich unterhalb des Gnmdecks 
angelegt, um das Verschiebungseck nicht durch zu viele Hilfslinien 
durchkreuzen zu müssen. Die Verbindungsgerade G, G, der Punkte 
.;' und c trifft (nach vorigem) die Gerade CC im gesuchten Punkte c\. 
Durch die gefimdene Lage von c, sind alle noch fehlenden Eckpunkte 
des Verscbiebungsecks bestimmt. Es zeigt sich, daß das vorliegende 
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Gnindeck tatsächlich starr ist, w«l die (nicht gezdchnete) ScMußseüe 
/, — tf, der Richtung des Tanschstabes e — d nickt paraiUl ist (80). 
Schließlich folgt die Stabkraft 

V + ^ji.ä + P.i,. + PA/ 

worin die den S zugefügten Zeiger die Seitenverschiebungen in der 
Richtung der betreSenden äuOem Kräfte bezeichnen. 

(J„ = — {öi„ 4- iitd) bedeutet im besondem also diejenige Längen- 
ändervttg des Tauschstabes, die netwendig wäre, um ihn nach vollendeter 
Bewegung der swangläyßgen Kette uneder einüehen tu künnen. Die vir- 
tuelle Arbeit der Stutzenkräfte ist gleich Null, weil ij„ := o ist und 
S,i senkrecht zur Stutzenkraft liegt 

Versckiehungseck für Xj. Der Tauschstab e — d ist wieder einge- 
zogen, deshalb muO in dem zu zeichnenden Verschiebungseck die Seite 
/, — rfi parallel zur e — d liegen. Der Stab i — c ist beseitigt, deshalb 
darf die (nicht gezeichnete] SchluOseite ^, — c'^ nicht parallel zur b—c 
ausfallen. 

Man könnte J— i', = b — b't wählen, also den untern Teil des ersten 
Verschiebungsecks (mit den Punkten b\, (*,, k\, /■,) beibehalten. Um 
aber anschaulichere Bilder zu erhalten, wurde b—b', beliebig gewählt 
Die Darstellung des zweiten Verscbiebungsccks verlauft im a%emeinen 
ebenso, wie vorher beim ersten beschrieben wurde. Dabei wurde der 
Eckpunkt h', als Schnittpunkt der Geraden G^G^ in bekannter Weise unter 
Verwendung der Hilfsvierecke I" und //" gefunden. Somit ergibt sich 

^ + Pdi-d - P,i» ~ F/S^ 

^'- tä:, ' 

worin 5„ = + (rf«, + d«*) ist. 

c Vergleich des allgemeinen Verfahrens mit dem Ver- 
fahren von Henneberg, Die Lösung der soeben gestellten Aufgabe 
erfordert die Darstellung zweier Verschiebungsecke und eines Kräfte- 
planes, um alle Stabkräfle, einschließlich der Stutzenkräfte zu erhalten. 
Würde man voi^ezogen haben, die Stützenkräfte mit Hilfe eines ge- 
schlossenen Seilecks im voraus zu ermitteln (56), so hätte man die 
Lösung mit Hilfe eines einzigen Tauschstabes und eines zugehörigen Vei^ 
Schiebungsecks bewerkstelligen können. Immerhin hätte man also ein- 
scblieOlich des notwendigen Kräfteplanes auch drei graphische Pläne 
gebraucht. Dagegen wäre die Rücksichtnahme auf die Stütienbedin- 
gungen gefallen. Im allgemeinen dürfte es danach ziemlich gleich sein, 
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wie man in ähnlichen Fällen die Lösung auffassen und durchführet! 
wüL Fraghch erscheint es aber, ob man dabei nicht mit dem Ver- 
fahren von Heknebbrg bequemer zum Ziele käme. Diese Frage dürfte 
einer kurzen Erörtenmg wert sein. 

Wenn die Stützenkräfte im voraus berechnet werden, braucht man 
in obigem Falle (wie auch in den meisten praktischen Fällen] beim Ver- 
fahren nach Hennebekg nur eitten Tauschstab, also auch nur zwei 
Kräftepläne. Will man aber dabei die Stütienkräfte gleich mitbestimmen, 
so hat man zwi'i Tauschstäbe, also tirei Kräftepläne nötig und muO 
auQerdem die Stabkräfte X, und X, aus zwei Gleichungen ersten Grades 
mit zwei Unbekannten berechnen. Darach erscheint wohl die bei der 
Lösung aufzuwendende reine Zeichner- und Rechnerarbeit nicht kleiner 
als bei der obigen Lösung mit Hilfe des Satzes der virtuellen Ver^ 
Schiebungen. Es l^e sonach kein stichhaltiger Grund vor, die Anwen- 
dung des Verfahrens von Hennebebg als eine bequemere zu bezeichnen, 
wenn nicht beim Vergleiche noch andere Gesichtspunkte zu berück- 
sichtigen wären, als die bloße Abwägung der bei beiden Lösungsarten 
au&uwendenden Arbeit. Das ist aber notwendigerweise der Fall. Ein 
graphisches Verfahren ist hinsichüich seines Wertes für die praktische 
Anwendung in erster Linie danach zu beurteilen, ob es bei ent- 
sprecher Einfaehhtit gleichzeitig auch ausreichend genaue Ergebnisse 
liefert. Wer diese Ansicht mit dem Verfasser teilt, wird dann von 
selbst dahin geführt, dem Verfahren von Henneberg den Preis zuzu- 
erkennen, weil man dabei einzig und allein mit geschlossenen Kräfte- 
planen arbeitet, bei deren Darstellung im allgemeinen eine größere Ge- 
nauigkeit zu erzielen ist, als bei der Verwendung von Verschiebungs- 
plänen. Damit will Verfasser durchaus nicht etwa sagen, daß man mit 
Hilfe von Verschiebungsplänen nicht auch für praktische Aufgaben aus- 
reichend genaue Ei^ebnisse erzielen kann. Man sollte aber solche 
Pläne, so sehr lehrreich und anschaulich sie auch für den Unterricht 
sind, eigentlich nur dort a%emein verwenden, wo sie unenfbehrlieh sind, 
wie bei der graphischen Behandlung der statisch unhestimmfen Systeme. 

Das ist die Ansicht des Verfassers, die diesen auch veranlaßt hat, 
seine Darlegungen über die Verwendung des Satzes der virtuellen Ver- 
schiebungen bei Stabkraft-Ermittelungen — namentlich flir Raumfach- 
werke — nach Möglichkeit zu beschränken. 

83. Darstellung von Verschiebungen zwanglSufiger Ketten 
des Raumes. 

Knotenverschiebungen im Räume sind weit umständlidier darzustellen 
und zu berechnen als in der Ebene. Wenn daher im vorstehenden 
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schon bei der Berechntuig von ebenen Gnmdecken dem Verfahren von 
Henneberg gegenüber dem Verfahien der Anwendung des Satzes der 
virtuellen Verschiebungen der Vorzug gegeben worden ist, so wird dies 
bei der Berechnung von Raumfachwerken noch mehr der Fall sein. 
Im übrigen ist das Ver- 
fahren der Stabkraft- 
Ermittdung in Raumfach- 
werken im Grunde ge- 
nommen das gleiche, wie 
für ebene Giundecke. DU 
Grundatifgab rrgcstaltetsich 
hier nur insofern anders, 
als die Verschiebung eines 
Raimiknotcns m erst be- 
stimmt ist, wenn fUr be- 
liebige drei Endknoten 
der von m 'ausgebenden 
einfachen Stäbe die Verschiebungen gegeben oder angenommen worden 
dnd. Umgekehrt kann eine gegebene Knotenverschiebung v„ in drei 
beliebige Seitenverschiebungen anstoOendei Nachbarknoten zerlegt werden 
IFig. 259)- 

a. Analytische Lösung. Eine allgemeine Läsung erhält man am 
einfachsten wohl mit Hilfe des Satzes der virtuellen Verschiebungen and 
zwar in gleicher Art, wie dies für die Ebene (unter 78c) bereits 
läutert worden ist: Ist im die Verschiebui^ eines Knotens m in be- 
liebiger Richtung, so ist 

.■j.=^d. (53) 

Darin bedeutet S die durch eine in der Richtung der gesuchten Ver- 
schiebung in, angreifende Krafteinheit erzeugte Spannkraft einer der drei 
in Betracht kommenden Stäbe des Knotens m. & ist die Projektion 
einer der drei gegebenen Verschiebungen auf die Richtung des zuge- 
hörigen Stabes. Die Stabkräfte S findet man giE^^hisch oder rech- 
nerisch durch i^legung der Krafteinheit nach den g^ebenen drei Stab- 
nchtungen [Sl)- 

b. Graphische Lösungen. Eine allgemeine rein graphische genaue 
Lösung nach den Grundsätzen der darstellenden Geometrie' macht 



' Vergl. Mohr, Die Theorie der Streckeiuysteme, Civiltngenlear, 188S; 34, Bd. 
8. Heft, «oiin *ni Scbtnsse «nch die gesamte einscblSglge Litentnr uigegebeii ist. 
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ziemlich viel Umstände. Auf deren Wiedergabe darf daher hier um so 
mehr verzichtet werden, als die Berechnung von Stabkiäften in der 
Regel nur in solchen Fällen, die einfache Lösungen der Gnmdaufgabe 
zulassen, lohnend sein dürfte. 

I. Eine anfache LSsung^ die sich an die erste für ebene Ver- 
schiebungen {78a] mitgeteilte Lösung anschließt, ist folgende: Gegeben 
sind die Verschiebungen v,, v, und v^ der Knoten i bis 3; gesucht v^ fUr 
den Knoten 4, von welchem die Stäbe 4 — i, 4—2 und 4^3 ausgehen 




Fig, a6o. 






(Fig. z6o und 361]. Die drei Stäbe sind der möglichst einfachen Dar- 
stellung wegen so gezeichnet, daH durch zwei Stäbe (4 — r und 4 — 2) 
eine Grundrißebene und durch den dritten Stab eine dazu senkrechte 
Aufrißebene gelegt werden kann. 

Es ist dann die Projektion v\ von v^ im GnmdiiO dadurch zu er- 
h^ten, daD man in bekannter Weise (78aj von einem Pole O' des 
Grundrisses aus die Projektionen ?/, und v'-, der gegebenen Verschie- 
bungen ?', und v^ nach ihrer Größe und Richtung aufträgt v\ ist 



2jq Dntt«r Abschnitt. Innere Krkfte der Stabwerke. 

durch v\ uDd z^i bestimmt, i/^ übt dabei keinen Einfluß. GröOe und 
Richtui^ von t/^ gibt demnacli die Diagonale des Vierecks, das aus 
v'i, v\ und den beiden zu den Stabrichtungen 4' — i' und 4' — 3' ge- 
fällten SenkrechteD gebildet wird. 

Wohl zu beachten bleibt dabei, daß der Einfluß der von den Knoten 
I und 2 rechtwinklig zur Grundrißebene ausgeführten VerBchiebungen 
auf die Größe von v\ verschwindend ist. Denn weil es sich hier aus- 
schließlich nur um augenblickliche Bewegungen handelt, so sind auch 
die von den Stäben 4 — 1 und 4— a bei ihrer Erhebung über die Grund- 
rißebene hinaus gemachten Drehwinkel unendlich klein. Die dadurch 
herbe ige fUhreu Verschiebungen des Punktes 4', die als Projektionen jener 
unendlich kleinen Bogenwege unendlich kleine Größen zweiter Ordnung 
sind, verschwinden demnach. 

Sobald v\ gefunden ist, findet sich v''^ aus der Bedingung, daß die 
Richtung der Verschiebung von 4" senkrecht stehen muß zur Stabrich- 
tung 4" — 3". Man braucht also vom Pole O" des Aufrisses nur die 
v'[ nach Größe und Richtung aufzutragen und von ihrem Endpunkte die 
Senkrechte ^ zur 4" — 3" zu fkllen. Diese schneidet zwischen den 
Projektionsstrahlen O'O" und //" das Stück 0"—/"= i^ ab. 

Will man die angegebene Lösung wiederholt für aufeinander folgende 
Knoten anwenden, so hat sie die Unbequemlichkeit, daß man öfter mit 
den Lagen der Projektionsebenen wechseln muß. 

9. Eine andere einfache Lösung soU zunächst für den Sonderfall ge- 
geben werden, daß die Knoten r, 3, 3 gezwungen sind sich in einer 
Ebene zu verschieben. Man wird dann die Knotenebene als Grundriß- 
ebene wählen und kann dazu durch einen der drei Stäbe eine Aufriß- 
ebene legen (Fig. 362}. Bei der Lösung sucht man aus den gegebenen 
Verschiebungen i^,, if, und if^ die Projektion v\ und darauf r![. Die 
DarsteUung von j/^ soU zuerst gezeigt und darauf ihre Richtigkeit nach- 
gewiesen werden. 

Vom Pole O des Grundrisses aus (Fig. 365) werden die gegebenen 
Projektionen »',, v\, 1!^ in bekannter Weise als Strahlen aufgetragen und 
darauf werden von den Endpunkten der Strahlen die zugehörigen Senk- 
rechten /„ /, und /3 auf die Stabrichtungen 4' — i', 4' — 3', 4' — 3' ge- 
fällt. Durch den Schnit^unkt H der beiden Senkrechten /, und l^ lege 
man eine zur Verbindungslinie 3' — 3' senkrecht stehende Gerade, des- 
gleichen durch den Schnittpunkt «' der Senkrechten /, und l^ eine Senk- 
rechte zur Verbindungslinie i' — 3'. Diese letzten beiden Senkrechten 
treffen sich im Punkte p', dem Endpunkte des Strahles C—p', der 
Größe und Richtung der gesuchten Verschiebung v\ angibt 
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Der Beweis fUi die Richtigkeit der obigen Lösung läßt sich am ein- 
fachsten führen, wenn man erwägt, welche Bewegungen Knoten 4 infolge 
seiner Verbindung mit den Knoten t, 2 und 3 notwendig machen muD. 




Einerseits muß sich Knoten 4 in einer 
zur Verbindungsgeraden i' — 3' senk- 
recht stehenden Ebene, anderseits aber 
auch in einer zur Geraden 2' — 3' 
senkrecht stehenden Ebene bewegen. 
Nun würde sich aber unter dem aUtini- 
gen Einflup von i/, und if^ die Ver- 
schiebung v\ als Polstiahl 0' — li tx- 
Fig J62 geben, dcsg^chcn unter dem iilltinigm 

Einßuß von i4 wid i^^ als Polstrahl 
<y — k', wobei k' und n' die Endpunkte der Strahlen wären. Daraus 
folgt, daO der Ekidpunkt / der wirklichen Verschiebung v\ im Schnitt- 
punkt der Geraden «'— /' und i' — f' hegt, wobei diese Geraden die 
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Spuren derjenigen Seakrechtebencn vorstellen, in denen nach vorigem 
der Knoten 4 sich notwendig bewegen muO. 

Eine einfache Nachprüfung der Ergebnisse der Darstellung ist mög- 
lich, weil der Knoten 4 sich unter dem alleinigen Einfluß von %K und /, 
auch in einer Senkrechtebene zur Geraden i' — 2' bewegen muß. Ver- 
längert man also /, und l, bis sie sich in m' schneiden, so muß die 
Verbindung^erade m'^>' senkrecht zur Geraden 1' — a' stehen. 

Die Frojcklion i^ ist im Au&iO, wie schon in der ersten Lösung 
angeführt wurde, leicht zu finden. Da der Stab 4—1 in die senkrecht 
zum Grundriß stehende Aufrißebene gelegt worden ist, so liegt der 
Endpunkt /" von t^'^ in einer Senkrechten zur 4"— i", die vom End- 
punkte der t>" aus gezogen wird. 

3. Vorstehende Lösung läßt sich zu einer allgemeinen dadurch er- 
gänzen, daß man für beliebige senkrecht tur Grundrißebene gericheleU 
Verschiebungen der Knoten 1,3,1 ^^^ Verschiebungen des Knotens 4 
sucht und diese mit den fUr die wagerechten Verschiebungen der Knoten 
I, 3, 3 bereits ermittelten Werten v\ und v"^ zusammensetzt. 

Die gegebenen räumlichen Vcrschiebtmgen der in wagerecbter Grund- 
rißebene liegenden Knoten seien z^, , v^, v^', die gesuchte Verschie- 
bung des Knotens 4 sei v,. Die gegebenen Seiten Verschiebungen nach 
wagerechter und senkrechter Richtung sollen entsprechend mit w,, w„ 
JCj und s,, i„ fj bezdchnet werden. Mit Hilfe der (unter 2) gege- 
benen Lösung habe man den von a/, bis Wj herrührenden Teil v^n von 
v^ durch die Projektionen j'„^ und vü^ gefunden. Es bleiben also nm 
□och darzustellen die Projektionen 7/,^ und v'i^ der von Si bis i, her- 
rührenden Verschiebung v,^. 

Zuerst wolle man beachten, daß fUr den Sonderfall s,^s,^s^=s 
die Verschiebung v,, = o wird. Da Beweis dafür wird wohl am ein- 
fachsten erbracht, wenn man dem Stabgebilde eine lotrechte Verschiebung 
s erteilt denkt, die entgegengesetzt gerichtet der gegebenen ist Dabei 
ändert sich die gegenseitige Lage der Knoten i bis 4 nicht. Die Ver- 
schiebungen der Knoten r bis 4 werden dadurch auf j — s= o zurück- 
geführt, also muß auch v^ = o sein. 

Sind die Werte s,, s^, s^ verschieden groß, so kann man in jedem 
Falle dem Stal^bilde auch eine lotrechte Verschiebung erteilt denken 
derart, daß einer der drei Werte s, bis j, gleich Null wird. Die so 
verminderten Werte erzeugen dann eine Veiw;hiebung v,„ die der von 
den ursprünglichen Werten j, bis s^ erzeugten gleich ist Auf solche 
Weise führt man die gestellte Aufgabe auf den Fall zurück, in welchem 
nur zwei Knoten des Grundrisses eine lotrechte Verschiebung ausfuhren, 
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während der dritte Knoten im Grundrisse liegen bleibt. Die Lösung 
dieses Falles ist in der Fig. 364 dargestellt. 

Die am das Stück s, verminderten g^ebenen Verschiebungen seien 
s, ^ o, f, und Sy Wie in der vorigen Lösung, so ist auch hier 
die Au&iÜebene durch den Stab 4 — i und senlcrecht zum Gnmdrifi 
gelegt Daraas folgt, daD die Projektion v'i, in einer von 4" auf die 
Richtung 4" — 1" geßülten Senkrechten zu li^en kommen muO. Um 
Um die Projektion z^ zu erhalten, bestimme man den Knfluß von 
j, und Jj je besonders. Es wirke zaerst ij allein flir sich. In diesem 
Falle dreht sich Knoten 4 um die Achse i' — a', d. h. 4' vei^ 
schiebt sich in einer Geraden e — 4' {oder deren Verengerung}, die 
im Grundriß senkrecht zur Achse i' — 2' steht Der Endponkt c' dieser 
Verschiebung und damit auch die zugehörige Verschiebung 4" — c" im 
Aufrisse finden sich wie folgt: Der Stab 4 — 3 wird um die Achse 4" — 4' 
in die Aufrißebene gedieht und dort vom Endpunkte der Verschiebui^ 
jj auf ihn eine Senkrechte geßUlL Der FuOpunkt der Senkrechten ffj 
im Stabe wird sodann in den Grundriß Übertragen; er ist dort mit d 
bezeichnet. Das in ä auf der 4' — 3' errichtete Lot trifft den Punkt 
c'. Der Beweis hier^ ergibt sich ohne weiteres aus den früheren Lö- 
sungen. 

In gleicher Weise ist der Einfluß von i, bestimmt worden. Der 
Fußpunkt der Senkrechten a, wurde im Grundriß mit i bezeichnet 
4' bewegt sich in der Verlängerung der Geraden 4'—^, die zur Achse 
i' — 3' senkrecht steht Die in e auf der 4' — i' errichtete Senkrechte 
schneidet in d'. Damit sind die Einflüsse von j, und ;, je besonders 
besdmmt Die gefiindenen Strecken 4" — c" und 4" — i" ergeben bei 
ihrer Zusammensetzung die Verschiebung 7/!^. Die Zusammensetzui^ 
von 4' — c' und 4' — i' ergiebt die Gräße von 1^4, deren Lage danach 
ebenfalls gefunden ist 

Wie man sieht, würde die allgemeine Lösung der Grundaufgabe 
mit Hilfe obiger Darstellung immerhin noch ziemlich verwickelt sein. 
Für praktische Aufgaben wäre sie deshalb kaum zu empfehlen. Wie 
denn überhaupt aus den bisher gegebenen Lösungen genugsam ei^ 
hellen möchte, welche Schwierigkeiten sich ergeben, wenn man bei 
der Berefümung von Raumfachwerken, ebenso wie es flir die Ebene 
gezeigt worden ist, mit Verschiebungsplänen arbeiten wollte. Im nach- 
folgenden wird gezeigt werden, wie sich die Verwendung solcher Pläne 
rechnerisch umgehen läßt. 
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§ 13. Berechnung der Raumfachwerke nach dem 
Verfahren von Mohr'. 

84. Allgemeine Dariegunir. 

Wie im voiigen an veisctuedeDen Beispielen gezeigt worden ist, er- 
weist es sich bei der Stftbkiaftermitteliiiig von Raumfachweiken, um das 
im Raumfachwerk enthaltene Gnindeck aufzulösen, meistens als not- 
wendig, Tauschstäbe einzul^ihren. Beim Verfahren von Henneberg 
wurden dafür an passenden Stellen Ersatzstäbe eingelegt Mohr hat 
zuerst darauf hingewiesen, wie man bei der Anwendung des Satzes von 
den virtuellen Verschiebungen dies Einlegen von Ersatzstäben umgehen 
könne, wenn man an Stelle jedes Tauscbstabes dessen Stabkraft X als 
äußere Kraft in dem Tauschstab knoten anbringt. Denn nach erfolgter 
Beseitigung der Tauschstäbe befindet sich das verbleibende bewegliche 
Raumstabgebilde unter den äuDeren Kräften X und den gegebenen 
Lasten F im Gleichgewicht, so daß fUi jeden seiner Stabknoten der 
Satz von den virtuellen Verschiebungen Gültigkeit hat 

Mohr gibt den Tauschstäben die Bezeichnung Laststäbe, weil 
deren Stabkräfte X vorläufig als Lasten des Fachwerkes auftreten. Die 
Wahl der Laststäbe ist wie beim Verfahren von Henmeberg zu treffen: 
je geringer deren Zahl, desto einfacher die Berechnung. Bei völlig 
symmetrischem Bau und symmetrischer Belastung des Fachwerkes kann 
es ratsam sein, mehr als die nötige Zahl der Laststäbe anzunehmen, 
unter Umständen sogar doppelt soviel, weil sich in solchen Fällen die 
Zahl der Gleichungen, aus denen die X zu berechnen sind, auf die 
Hälfte der Zahl der Laststäbe beschränken läßt. Jedenfalls aber sind 
die Laststäbe derart auszuwählen, daß vom Beginn der Berechnung an, 
nach einer bestimmten Reihenfolge in keinem Knoten mehr als drei unbe- 
kannte Stc^kräfte vorkommen. 

Die Stabzahl des Fachwerkes, einschließlich der Stutzenstäbe, sei 
n ^ik, wenn k die Knotenzahl bedeutet Die Mö^chkeit unendlich 
kleiner Beweglichkeit [34] sei ausgeschlossen; läge eine solche vor, so 
müßten sich die X als unendlich groß ergeben. Der allgemeine Gang 
des Verfahrens von Mohr ist nun der folgende: 

Die Laststäbe, / an der Zahl, werden gewählt. Deren Stabkräfte 



' Mohr, Znr Bercchnang der Kaamfachweike. ZentTalblatt der BaaTcrw. 1902 
and 1903. Die in den letztgenannteD Aa&£tzeD enthalteaen Kritiken verKlüedener 
Beiecliniiiigsinethaden Terdienen Beachtang, 
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werden mit-V«, Xt . ■■ X/ bezeichnet Nimmt man verläufig diese X 
als bekannt an, so handelt es zunächst darum, die verbleibenden (n — ^ 
umbekannten Stabkräfte S als Funktionen der X und der ge^benen 
Lasten P darzustellen. Die geschieht in der Weise, daß man für jeden 
der ((Knoten, mit Hilfe des Satzes der virtuellen Verschiebungen und 
unter Annahme von möglichen, aber sonst ivillkürlichen Knotenvor- 
rUcknngen, drei Gleichungen au&tellt, aus denen zuerst die X und 




darauf die .S als Funktionen der P berechnet werden. Wie dies im 
einzelnen (in verschiedener Weise) durchgeführt werden kann, zeigen die 
folgenden Beispiele. Durch geeignete Wahl der wUlkiirliehm Größen 
ist es nebenbei auch noch möglich, verschiedene Stabkräfte auf ver- 
schiedenen Wegen doppelt zu berechnen, wodurch man den Lauf der 
Rechnung auf seine Richtigkeit nachprüfen kann. Die Vorzüge des 
Verfahrens von Mohr werden weiterhin ausführlich dargelegt werden. 
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Bei symmetrisclier Foim und Bekstong des Fachirerks qehioea die 
t Gleichungen flii die Stabkräfte X auch eine symmetrische Form an, 
d. h. je zwei symmetrisch belegene X enthalten gleicbe Faktoren. Solche 
Gleichungen kann man in bekannter Weise auf zwei Gruppen von — 
Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten zurückfuhren. 

85. Alltremetnes BeispieL 

Ein Beispiel möge das Verfahren auch im einzelnen erläutern. Das 
in den Flg. 265 — 366 dargestellte Grundeck hat 8 Knoten und 34 Stäbe 
(eingeschlossen 9 Stützeostäbe). Die StUuung ist in den Knoten i, 4 
und 7 durch einen lotrecht gestellten Stab, tind in den Knoten 3, 6 
und 8 durch je eine Pendelstütze, bestehend ans einem lotrechten und 
einem wagerechten Stabe, daigest^t Im Knoten 3 liegt der wagerechte 
Stab in der H'-Ricbtung, im Knoten 6 in der Richtung i — 6 und im 
Knoten 8 in der Richtung 7 — 8. 

Die beiden Knoten 3 und 5 seien belastet Jede der Lasten P^ 
und P^ ist in den F^. 355 — 366 nach drei senkrecht aufeinander stehenden 
Richtungen iwrl^ gedacht. Diese Seitenlasten sind die lotrechten Kräfte 
V, und Kj, sowie die wagerechten Kräfte C,, W^ und ü^, W^. 

Die beiden Stäbe i — 3 und a — 5 werden als beseitigt angesehen 
und daftlr die Kräfte X, und Xi in bekannter Weise angebracht Nun- 
mehr steht das bewegliche StabgelHlde im Gleichgewicht Vom Knoten i 
anfangend, in welchem nur drei unbekannte Stabkräfte anstoßen, trifft 
man dann in der eingeschriebenen Reihenfolge in allen andern Knoten 
(wenn die Stabkräfte der vorhergehenden Knoten als bekannt angesehen 
werden] nur noch drei Unbekannte. Die Anüstellung der Gleichungen 
endet im Knoten 6. 

Um die aufzustellenden Gleichungen mischst durchsichtig zn halten, 
sollen folgende Bezeichnungen eingeführt werden: 

u, V, w seien die möglichen, willkürlich groB zu wählenden Knoten- 
versehitbvngtn in der Richtung der Lasten U, V und W; 

Si—k bedeute die Stabkraft eines Stabes zwischen den Knoten / und i\ 

sie wird vorläufig als Zugkraft eingeführt; 
iSjv des^ die senkrechfi Stützenkraft im Knoten 1; 
Siv, - - jfagerecAte Stüttmkraft - - -; 
cosui—t, cosz'i-i, coszcjL-i seien die Kosinus der Winkel, die ein Stab 

( — k mit den Richtungen u, v, w einschliesst 

Mehrte ni, Statik der ] 
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Danach steOt z. B. dei Atudnick 

Si-t ■ coBVi-i 6m PfojeitioH der Stahkraft Si-t emf die SicfUnng der 
Knoteitverschiebung v dar. 

Die Aofetellimg der Gleichungen' Ix^^innt mit 
Kneten i. Die allgemeiDe Form des Satzes der virtuellen Veischje- 
bnngen lautet 

u[X, — S,-6 ■ coa«,-« 4- 5,_, • cos«,^] + »[Ä»— 5,_cosr',_,] 

+ VI [Si-6 • COSWi-S + St-^CO%Wt~,] = o. 

Das gibt etwas nngeformt 

L S,-^ (u • COSUi_i V ■ COSfi—i + W • COBWi—i) 

■+■ S,-t (w ■ coswi^e — w ■ cosKi-e) + S„- v + X^ ■ u ^ o. 
Die Werte von u, v, w sind «nllkiirüche. Man setze daher 

I. Fall: daraus: 

U - COBM,_ V • COSZ',-^ + w ' COSW,—, ^1 « ^ Cr,_^ 

W ■ COSICi—S U ■ COSVi— 6 B 

Man erhält dann aus I. 

1. 5,_ = — o._^ ■ A. , 

worin a,_, derjenige Vfeit von u ist, der mit Hilfe der drd Sonder- 
beftimmongcQ des i. Falles und der gegebenen J^estwerU der Koshats 
berechnet worden ist. 

a. Fall: daraus: 

«I ■ cosic.-« — u ■ cos»i— « =1 M ^ c,_e 

U ■ C0S»i— 9 — V • COSZ'i— g + «* • COSIOi—« = f = o 

w = o a» = /,_« 
Weitet erhält man danach aus I. 

2, St — 6 ^ — "((„i Ji . 



' Wenn min bei der Aairechnnng fUi die Ko^mwerte Dire algibraiicktn Vor- 
Miehen einiOhrt, kiJimeii in den Glrichnngen alle die StabkrUte enthidteaden Glieder 
poiitiT eingcKlit irerdcn. 
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3. Fall: dBiaus: 

U • COS»i_i V ■ COSVt— , + W ■ COSIV,—, ^ O V = 1 

w • cosWi-e — u • cosv,_« ^ o w = Y„ 
Schließlich erhält man danach ans L 

3. S„ = — a„'X,. 
Knoten 2. Die allgemeine Gleichung tautet 

n. 5^, ( »COB»^, + »COSPa—, — w ■ costf^,) + 5»_3 (b ■ cos»^_, 

+ » - cos »ii-j — K« - cos w,-j) + 5,-^ {« ■ cos »»--^ + » cos r,-, 
+ a» • cosWi— J + St-6 ( — tf ■ cos»_« + V ■ coEfi—e + w ■ co8w._6) 
+ Xia'+ U,u+ V,v+ W,w = o. 

Darin sind als vorläufige drei Unbekannte die Stabkräfte S,.^, S,-„ 
St—t anzmehen und dementsprechend die Verschiebungen u, v, w in. 
drei Fällen besonders vorzuschreiben. 

I. Fall: daraus: 

» ■ cosvi-} + * ■ cosPi—j — w ■ cos»,— j = 1 » = a^ 

U - COSBj-, 4- V ■ COS»_ + W ■ COSWa—« = 

— » ■ cos»,—« + V ■ ca&v^—t + w ■ cosif,— 6 = 

Im 3. und 3. Falle ändern sich in den drei Gleichungen nur die 
Zeiger. Aus den drei besonderen Fällen erhält man mit Hilfö der 
Gleichung II, ivenn man den Klammerwert der Stabkraft S,—, kumueg 
mit — k bekeichnet: 

4. S,_3 = ^._.--f^3— y^-X* — a_3-C/,— ft-3-r, — y^-j-W, 

5. S^^ = S^^-k^—y^-Xi~a,-^-U^~-ß^^-V,~-y^-W, 

6. S^ = S^-i,-6—y^-Xi — a^.U,—ß^-r,~r'~6-W. 

Wenn man die bisher entwickelte Reibe von Gleichungen ansiehl^ 
so wird man leicht erkennen, wie man sie ohne i^eod welche Schwierig- 
keiten Knoten fUr Knoten anschreiben konnte. Führt man in einem 
praktischen Falle von vornherein anstatt der gegebenen Kosinnsweite 
Zahlen ein, so vereinfacht sich dadurch das ganze Verfahren sehr. Zwei 
solche Zahlenbcispiele werden weiterhin durchgeführt werden. 
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Knoten 3- Allgemeine Gteichmig. 

m Sy_^{ — »-COG«,-« — »•COS»3_»-|-B"C08a'j_,) + -5j-4 («•COSK,-^ 

+ W ■ COSICj-J + Äj» ( — w) + 5j ■ o — Aa - » ^ o . 

Fiele der wagerechte StUtzenstab in die RichtODg 3 — 4, so mflüte 
man, um S^ und S^^^ zu bestimmen, einen der beiden Stäbe als 
dritten Laststab einftihreu. 

Aus den drei SonderiäUen erhält man: 

7. S^„ = S^ ■ k^, + «jp • X, 

8. S■i-^ = .Sj-,- ij_^ + Oj-, ■ X. 

Kneten 4. 

IV. S^-t ( H •«» »4_ V- cos »,_, — W ■COSK',_J + 5,_j ( « • C08l«4-, 

— w ■cosw^—s) + Ä4-S ( — » •cosw4_s — i"cos»4_s + a"cosa'4_s) 
+ ^4— , ( — V ■ cosw4_, + a'COSK'4_j) + ^40- V = o. 

4« 4—3 V 4—* 4" I DahiernwÄiwwcÄWi^CTffKlammer- 
ij. 54-7 = Ä^-j • -i4_j + 54—, ■ >lj_j iwerte vorkommen, SO ist deijenige 



1 a. 5*-s = 54_3 • Vs + ■S'4-* - *;- 



I flli 54-1 mit k' bezeichnet worden. 



Warn man in glcicfan Weise auch für die noch übrigen 4 Knoten 
je 3 Gleichungen aufetellt, so erhält man 34 Gleichungen, ans denen 
man die 3 X 8 = 24 Unbekannten auf einfadie Weise eliminieren kann. 

Bezeichnet man die Zahl der Stützenstäbe mit a und, wie bereits 
geschehen, die Zahl der Laststäbe mit t, so gibt es 

Zk — a — t Stäbe, 

deren Spannkräfte in den 34 Gleichungen doppelt bestimmt sind oder 
bestimmt werden können. Das sind die Stabkräfte ^,— , und 5^,, S,-6 
und >S6— I, 5,— 3 und S^^-t, Sj—^ und £4—3 usw. Im obigen Falk sind 
das 34 — 9 — 3 = 13 Stäbe, deren Spannkräfte durch Glekhsetzen 
der erhaltenen Doppd^eichtuigen eliminiert werden können. Es bleiben 
dann noch 11 Gleichungen mit den Unbekannten der X und der 
Stützenstäbe. Wollte man die Stfltzenkräfte nicht sofort, sondern auf 
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FL B't jr 

andere Weise ans dem *■♦ f* " *' ** •' 

Gleichgewicht der ^, 
aofieien Ciäfte be- 
rechnen, so blieben 
nnr 3 Gleicbimgen mit 
den Unbekannten X» 
und Xi. Es wird 
sich aber meist em- 
pfehlen, die StUtzen- 
kräfle gleich miuu- 
berechnen. 

Sind X^y Xi und 
die Stützenkräfte aus 
den II Gleichungen 
ermittelt, so folgen 
auch die Werte der 
übrigen 13 Stabkräfte. 

86. Erates Zah- 
lenbeispiel. 

Ein eisemerTurm- 
pfeiUr von 8 Kno- 
ten und 24 Stäben, 
wonmter 12 Stützen- 
Stäbe, von denen 4 lot- 
recht und 8 wagerecht 
gestellt und mit dem 
Erdkäiper verbunden 
sind, tiägt die Lasten 
U, V, W (Fig. 267— 
268}. Sämtliche Stab- 
kräfte sollen als Funk- 
tionen von V und W 
dargestellt werden. 

Alle notwendigen 
wirklichen und Pro- 
jektionsläugensindim 
Au&iD und Grundriß 
derFig. 267— 268 ein- 
geschrieben. Bezeich- 
nungen wieim vorigen 
allgemeinen Beispiel. 
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Im vorii^enden Falle ist es, wie der Verlauf dei Reclmimg erweisen 
wtid, nicht niftig Laststäbe eintufüiren, weil von den vier Stäben, die in 
den oberen Ringknoten angreifea, je drei in einer und derselben Ebene 
li^en und wnl deshalb die nmnittelbare BeiechnODg der Stabkräfie 
S,—, S,~3, S3-, und ^4-, mö^ch ist (72). 

Kneten i. Allgemeine Gleichui^ 



c + 5.- 



19,9 



\33,4 »3,4 32,4 / ' — ' "^ 

Das gibt: 



I. Fall: 


n=^t 


K = 




30,1 30,1 30,1 


. = + o,.o. 




33,4 33,4 33,4 


»_. 


a. Fall; 


3,0« + 19,91» 3,0B' = 3O,I 


»——1,661 




10,1 « + 19,91-— 3,0B' = 


.. = + 0,843 




B, = 


w = o 


3- Fall: 


10,1 K-f- 19,9»— 2,OB'=!3a,4 


« = +1,851 




— 3,0« + 19,9p— 3,0«- =0 


. - + o,.86 




» = 


w = <t 



Daraus erhält man: 

I. S„ = — o,ioi K — W, 

3. 5,_j = + 1,661 5,_4 — 0,843 ^1 

3. 5,_i = — 1,851 5,-4- 0,186 f.. 

Knoten 3. AUgemeine Gleichmig 



— 5._ 



• lo + i;-.,! 



i»!?. 



■^^^»+-^<»+S„-» + K-!' = 



«13- 










Das gibt: 


X. Fall 


— 1,011+ 19,9* — 


10,1 W= 32,4 


«= 




— a,o« + J9,9» + 


ajosc = 


» = + 0,186 






»i=0 


* = - 1,851 


2. Fall 


— 2,oM+ 19,9» 4- 


3,0 w = ao,i 


u= 




— a,o» + 19,91» — 


io,ia' = 


w = + o>843 






«==0 


«- = + 1,661 


3. Fall 




«= I 


«= 1 




— 3,0« + 19,9» — 


0,1 10 = 


V = + 0,101 




- 2,0«+ 19,9» + 


2,OW = 


«f = 



Daraus: 



- 0,186 r, 

- 0,843 f'. 



4. Ä,_s = — 1,851 5^ 

5. S;^ = +i,66iÄ^ 

6. .^j = — 0,101 K, . 
In Verbindong mit i. gibt das: 

5^5 = + 0,187 f. — 0.186 r, + 1,851 W. 
Ä._6 = — 0,168 K — 0,843 f. — i»66i «'i 
5;,^ = — o,ior F. . 

Knoten 3. Die allgemeine Gleichnng gestaltet sich in gewisser Be- 
Dcbong sj^mmetrisch zum Knoten 1. 

in. _v,»' + .s.-,(i2-. + iS!9, + ±£ J + 5,_, 

\30,I 30,1 30,1 / 

Or) — 53_ - « + Fj ■ W = O . 

Das gibt: 



I. Fall; 




ZC = I 


u = 




>,o>,+ 


19,9» + i,ow = o 


» ^ — 0,101 




-IO,I» + 


19,9» + a,oa. = o 


a.= « 


2. Fall: 


',"<• + 


'9.91' + a,oa'= ao,i 


. = +.,661 




— IO,I« + 


19,90 + s,o«. = i> 


v = + 0,843 






a, = 


Ol 1= 


3. Fall: 


-IO,I»+ 


■9,9» + »,■><« = JS,4 


. = -.,85. 




+ »,»« + 


19,9» + a,ow = 


» = + 0,186 






a» = 


Bf ^ 
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7. 5j_, = — 0,101^3 

8. 53.^ = + 1,661 $3-, — 0,843 f's 

9. Sj-6 = — i,8si5,_ — 0,186 F, . 

Aus diesen drei Gleichungen folgen durch Veibindung mit 6 
5j_, = — 0,101 r, 

S^-j = — 0,168 V, — 0,843 ^3 

Sj-i = + 0,187 ''s — 0.186 K, . 
Kneten 4. Allgemeine Gleichung: 



20,1 I 









Das gibt: 


I. Fall: 


2,OU + 


19,9»+ 10,110= 2a,4 


»a= 




2,0« + 


19,9» — 1,0«- = 


» = +0,186 






« = o 


»=+1,851 


3. Fall: 


a,ow + 


19,91' — l,OW = 30,I 


»= 




»,o« + 


19,9»+ 10,13- = 


zy =+0,843 






« = 


»=—1,661 


3. Fall: 




« = I 


U= I 




a,o« 4- 


19,91'+ I0,IK' = O 


ir = 0,101 




2,0« + 


19,911 — a,ow s=" 


m= 



10. s,_j = — 1,851 5«-, — 0,186 y, — 1,851 

11. 5,_, = + 1,661 5„ — 0,843 r, + 1,661 
II. 5,_, — — p; — 0,101 c, . 

Das gibt zunächst ia Verbinduiig mit 7 

5,_, = 4- 0,187 ^1 ~ 0,186 r, — 1,851 »F^ 

5,_, = — 0,168 r, — 0,843 y> + i."l fi 

S^ = — 0, — 0,101 f, . 
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Dann aus >. und 3.: 

5,_, = — 1,661 U^ — 0,843 ^.— o.'68 F,; 
5,-« = + 1,851 £/, — 0,186 r, + 0,187 K- 
Knoten 5. 



19,9 



\2 3,4 



«2,4 



32,4 ' 



I. Fall: u=x%v = i 

3. Fall: »»= i; K = < 

3. Fall: »= i; w = < 
Daraus erhält man; 



s,, = + - 



■ -^s- + 



Setzt man die S. 362 imd 363 bereits gefundenen Werte von 5,^j 
und 5,_5 in Gleichung 13 — 15 ein, so ergibt sich: 

5j_ = + o,i65tr, + 0,067 f'. + 0.017 K + 0,017 K — 0.165 '^. 
Äj_* = + 0.165^4 + 0.084 ^' + 0.017 y^ — 0,83s ^' 
Ss, = — i,644i/4 — 0,669 V, — 0,165 ^' — 0,166 r, + 1,644 W. 
Knoten 6. 



VI. 






I9i9 



"'° „\_i_ ^ Z'**'^., ^9>9„ 

■ W\ +O6-J I w » 

30,1 / \33,4 33,4 



■ u — Sj-d- w + S-,, 



-EM, 
aa,4 
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Knoten S. 

vm 5^. (_ M. . _ iM „ + i<L „) + ^, (_ !ai . 

\ ao,l 30,I 30,I / \ 33,4 

so V 

-\ '- w\ + Si-d • w — 5»_ • u + Sa, ■ V = o . 

aa,4 / 

Wenn man auf die letzten drei allgemeinen Gleichimgen ia gUkher 
IVtise, wie bei Knoten 5 getchehen, die Sonderfälle anwendet, so erhält 
mnn schließlich: 

Aus Gleiehttng VI: 

■S^\ 

In Verbindung mit den Werten fUr Sa-6 und S^-e gibt das: 
.SU* = + 0,017 f. + 0,067 r, + 0,017 Kj + 0,165 IF, 
S6-t = + 0,017^. + o,o84Kj + 0,165»; 
Si, — — o,i66F, — 0,669»; — o.i65>'j — 1,644'*'. • 

Aus Gleichung VH: 



6. 


5..,= -, -^5^-^ 


7- 


^ — ^.^—'^, 


8. 


*■-+:-!;! ^-+^ 



-'•^'— -.^ 


>-' 11,4 


■V. 


"•^ — l^. 


^"-:t: 


■s^-. 


...5,. = + £|!? 


v. + |f' 


■V-< 



3 3,4 

Oder nach erfolgter Einsetzung der Werte von S^-j und S^-,: 
S^ = + 0,017 y* + 0,067^5 + 0,017»; + 0,165»; 
5,_^= + o,oi7f, + 0,084»; + 0,83s»; 
Sj, t= — 0,166»; — o,669fj — o,i6sK, — 1,644»;. 

Aus Gleichung VIII: 

33. V-rf= - ill . 5g_, — ^^ ■ 5e_. 
30,I 33,4 

33. -^s— = ~ -^ - 5»_ — E^ ■ 5»-, 
20,1 ^ 33,4 

«^ c — _L. ^9i9 o , 19-9 o 
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Endlich nach erfolgter Verbindung mit den Werten von S^—t und >S,— g: 
5i_rf = — 0,165^7, + 0,017 r, + 6,017 Kj + 0,067 K, — 0,165»; 
St-, = — 0,835 ^4 + 0.084 f'. + 0,017 ^i — 0,165 W« 
5i„ = + 1,644^7, — 0,165 fi — o.»66 Fj — 0,669 ^^4 + 1,644*^4 ■ 

Die ein&chste Art der ^acAfrüfung obiger Ergebnisse besteht wohl 
darin, daD man nntersncht, ob die algebrusche Summe der berechneten 
Stutzenkräfte in den Richtungen der Lasten t7, V, W mit den gege- 
benen LaatgröQen übereinstimmt. Nachfolgende Tabelle erweist, dafi 
danach die gefundenen Stabkräfte richtig berechnet sind. 





1. StützeDstabkräfte in der Richtung 


von U,. 






V, 


K, 


r. 


K. 


V^ 


Wt 


**% 


+ ■5.-^ 


+ 0,165 


+0,067 


+ 0,017 


- 


+ 0,017 


-o,,65 


- 


-St— 


+ 0,835 


-0^ 


- 


— 0,017 


- 


- 


+ 0,165 


+ s^ 


- 


+ 0,017 


- 


+ 0,08, 


- 


+ 0,16s 


- 


-Sr_ 


- 


- 


—0,017 


-0,067 


—0,017 


- 


— 0,165 




+ 1,000 





















" 


Stützenatablträfte in der Ricirtnng von 


F, bis 


K,. 




^. 


K. 


>'. 1 n 


^4 


»'i 


J*. 


-S„ 


+ >,6« 


+ 0,669 


+ 0,165 1 - 


+ 0,166 


-1,6h 


- 


— Sto 


- 


+ 0,166 


+ 0,669 1 +0,165 


- 


+ 1,644 


- 


-v 


- 


- 


+ 0,166 +0,669 


+ 0,165 


- 


+ 1,644 


— Si. 


-■,6« 


+ o,l6s 


- 1 +o,l66 


+ 0,669 


- 


-1,64. 







+ 1,000 


+ 1,000 1 + 1,000 


+ 1,000 









3. Stützenstabkräfte in der Richtung von IV, und ff«. 





^t 


K. 


V, 


-. 


y^ 


Wi 


H% 


-S,-J 


-0,165 


- 


-0,084 


- 


—0,017 


+ 0,83s 


- 


+ 5«_* 


- 


+ 0,017 


+ 0,067 


+ 0,017 


- 


+0,165 


- 


-5»-j 


+ 0,165 


—0,017 


- 


— 0,017 


—0,067 


- 


+ o,i6S 


+ Sf-i 


- 


- 


+ 0,017 


- 


+ 0,084 


- 


+ 0,835 



















+ 1,000 


+ 1,000 
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87. Vorzüge des Verfahrens von Mohr', 

Ejd Hauptvorzug des Verfahrens liegt in der MögUdikeit, oAne An- 
wmdung besonderer Mittel aueh den Einßi^ veränderlieher Knoteniasten 
auf jede eimelne Staikraft angeben tu können. Zu dem Zwecke ist es 
nur notwendig, in jedem Knoten drei Lasten U, V, W anzimehmen, 
deren RichtungeQ mit den Verschiebungsrichtungen », v, w zusammen- 
fallen. Die Art der Aufstellung der Gleichungen vird dadurch weder 
verändert noch erschwert. Ein solcher allegemeiner BelasttmgsfoU läßt 
sich ohne weiteres auf jeden beliebigen anderen Fall zurückführen. Man 
braucht nur den in dem Sonderfalle nicht vorhandenen Teil der Lasten 
U, V, W gleich Null zu setzen, wodurch die betreffenden Glieder in 
den allgemeinCQ Gleichungen verschwinden. 

Beim Verfahren von Henneberg ist die Berücksichtigui^ des Ein- 
flusses veränderlicher Lasten weit umständlicher durchzuführen. Man 
müßte dann für jeden Knoten drei Kraftecke zeichnen: für U, Fund 
W je besonders ; ebenso müßte dies bei dem gewöhnlichen graphischen 
Verfahren (§11) geschehen. 

Auch im Vergleich mit dem Verfahren, eine Stabkraft X mit Hufe 
der Verschiebungen einer swangläußgen Kette zu bestimmen (§ 13], bietet 
das Verfahren von Mohr große Vorteile, weil es die Berechnung einer 
wirklichen Verschiebung nicht nötig macht Denn die Grundlagen 
seiner Rechnungen weiden, wie in den vorhergehenden Beispielen ge- 
zeigt, allein aus den für jeden Knoten dreimal wiUiürlick antunekmenden 
Verschiebungen gewonnen. In der Ebene gestaltet sieb zwar die rech- 
nerische oder zeichnerische Darstellung von Verschiebungen ziemlich 
einfiich (82), anders aber im Jiaume, wo ihre Ermittelung bekanntlich 
eine umständliche ist (83). Überhaupt müssen die graphischen Methoden 
im Räume auf ein vergleichsweise viel enger begrenztes Anwendungs- 
gebiet beschränkt bleiben, als in der Ebene. Das wurde bereits unter 
43 gesagt 

Nach obigem verzichte ich darauf, im vorliegenden Bande Berech- 
nungsarten von Raumfachwerken vorzuführen, deren Grundlage die Er- 
mittelui^ von wirklichen Verschiebungen bildet. Nach meiner Meinung 
ist das rechnerische Verfahren von Mohr unter den bisher bekannt ge- 
wordenen anderen Berechnungsarten " das einfachste und das tii die 
Anwendung am meisten zu empfehlende. 

' Vergl. die Amneifamg anf S. 255. 

* FöPFL, Ober du r&nniliche Fachwerk. Schweizer. BsDzeitang 18S8. Bd. 11. 
— HacKBR, Ober Fachwerk im RMime. Zeitichiift für Baaweioi 1888. — Föppl, 
Du Fachwerk tm Ruime. 1893. — MtiLLxa-Breslan, Beitrag lur Theorie des rKam- 
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88. Zweites Zahlenbeispiel. 

Das in den Fig. 369 — 70 daigestellte Gratfackwerk besitzt S Knoten 
mit zasammen 14 Stäben, einschlidQ]ich der StUtzenstäbe. 'in den 
Knoten a, 4 und 6 soll das Fachwerk tmr lotiechte StützendrUcke auf- 




nehmen, weshalb die Stützen, ,wie diese sonst auch konstruktiv ans- 
gebildet sein mögen, statisch am einfachsten durch lotrechte StUtzenstäbe 
veranschaulicht werden. Die Stützpunkte der Knoten 3, 7 and 8 sollen 
konstruktiv derart geführt werden, daß ihnen nur eine zwanglänfige 

liehen Fachwerim. 1893. — Zhihbxiunn, Über lUmnfacliweike. 1903. Vei^I. hierzD 
anch ZentialbUtt der Banrenr. 1901, S. 309 nnd 1903, S. 37. — MüLLn-BreiUn, 
Übet rlomliehe Faeliireiice. Zenbalblatt der Banvcrw. 1902 imd 1903. 
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VerschiebuDg in w^erecbter Ebene gestattet ist Statisch wird diese Art 
der Stützimg zweckmäßig durch eine aus zwei Stäben (einen lotrechten 
und einen wageiechten] bestehende Pendelstutze (20s) dargestellt. Die 
Zahl der StÜtzenstäbe beträgt danach 9. Die drei wagerechten Stäbe 
müssen derart gestellt werden, daß eine Bewegung des starren Stabwerks 
(und besonders also der starren Ebene des unteren Ringes) nach keiner 
Richtoi^ hin möglich ist. Deshalb dürfen die drei Stäbe sich nicht 
in einem Punkte schneiden [22). Frojektionslängen des Grundrisses 
und Aufnsses und Belastungen U, F, W, sind in den Fig. 369 — 270 
eingeschrieben. 

Wollte man die 9 Stützenkräfte aus dem Gleichgewichtszustände der 
äußenn Kräfte des Fachwerks berechnen, so reichten dam die secAs 
Gleichgewichts-Bedingungen nicht aus. Einfacher erscheint es daher, 
die StÜtzenkräfte in Reicher Art zu berechnen, wie es im ersten Zahlen- 
b«spiel geschehen ist, obwohl es ja auch möglich wäre, erst nur die 
eigentlichen Stabkräfte — 1 5 an der Zahl — nach dem Verfehren von 
Mohr zu berechnen, und schließlich die 9 Sttitzenkräfte nach irgend 
einem anderen Ver&hren zu ermitteln. 

Es werden mindestens zwei Z,aststäbe einmftihren sein, um voriänfig 
in allen Knoten nui drei Unbekannte zu treffen. Deren iSCo^kräfte 
seien X, und Xi. Die Reihenfolge, in welcher die einzelnen Knoten 
zu behandeln sind, steht danach fest. 

Knoten i. 



I. 



WT^ 



n. V4. / 



'i5.+t-%' 






Das gibt: 



I. Fall: 3,0» + 4,0» — i,fiw = V41 


» = 


3,o« + 4,ow = 


V = 


— 3.0a + 4,0» = 


w = — 1,601 


2. Fall: 3,0« + 4,01» — 4,00' '= 


« = + 0,833 


3,0« + 4,0» =5,0 


V = + 0,625 


— 3,o» + 4,ow =0 


w = + i,»so 


3. Fall: 3,0« + 4.00 — 4,0«' •= 


« = - 0,833 


3,oa + 4,o)j =0 


z> = + 0,625 


~ 3.0« + 4,ow = 5 


H,:= 
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1. ^.-, = — t,6oiX. + i.iSaJi'* 

2. 5,-3 = 4- 1,250^". — i,Sa6Xi ~ ofii^r/, — 0,625V, 

3. i^.-, = - o,44«X, + 0,833 t/, — 0,625 ''.• 

JÖieÜH 2. 









-s„l- 






Si» 



» + s.. 



Vi' Vi' 





Das gibt: 


I. Fall: 3,0» — 4,0» = 5,0 


» = + 0,833 


— 3,0« — 4,ow==o 


»= 


v = o 


w= — 0,625 


a. Fall: 3,0« — 4,0» = 


tt = — 0,833 


— 3,0a — 4,0»-= 5,0 


V = 


V = 


»= — 0(625 


3. Fall: 3,0« — 4,oH' = o 


« = o 


— 3,0« — 4,ow ^ 


r= I 


»= I 


w=o 



I Dieses Ergebnis hätte man von vornherein 
ans dei besondem Anordnung des StUtz- 
knotcns 2 ablesen können, unter Beach- 
tung der Zerlegung von Xi nach den 
drei Statnichtangen. 
Knoten 3. 



_3iO. 



4,0 



+ S„-f +5,. (+5!? 



?T" -V 



1. Fall: w=i 


« =+1,333 


v = o 


V = 


+ 3,0« — 4,0a' = 


W = I 


2. Fall: w = o 


» =0 


V= I 


V = I 


+ 3,0« — 4.0«- = 


w^o 


3. Fall: !» = 


» = + 1,667 


» = 


» =s 


+ 3.0« — 4,0a' = S.o 


HJ:= 



Dritttt Abtchaitt. laneie Kritfte der SUbKCrke. 



7. 5,_j = — o,iooS3-, 

8. 5jB = + o,8oo5j_, 

9. 5j. = 5,_ + 53_, . 
In Verbindni^ mit i und 4 gibt das: 

7a. Si^^ = — 1,000 Afl + 1,061 Xi + 0,667 ^, + 0,500 r, 
8a. ^30= + 1,000 A'a— 1,061 Ai — 0,667 ^i — o»Soo ''i 
9a. 5^ = + 1,250 -^a— 1,768 Ai — 0,833 er, — 0,625 ''. 
KnoUn 4. 







Das gibt: 


1. Fall: 


— 3iOw — 4,0 » = 5.0 


„=:_,, 667 




— 3,oK — 4,ow = 


v = 




ZI = 


«- = + 1,250 


3, Fall: 


— 3,0« — 4,0» = 


«= 




— 3,ow — 4,0» = 5,0 


»= 




= 


w = ~ 1,250 


3, Fall: 


— S.o« — 4,o» = o 


« = — 1,333 




— 3,0a — 4,oM' = o 


ZI = l 




V= I 


11, = + I 



Daraus: 

10. S^-s = — 1,250 5«_,j — 1,562 5«_, 

11. S,s = + 1,250 -^4-3 + 0,781 -Si-. 
la. S^„ = — 1,000 ^4-3 — 0,615 ^4-' ■ 

Aas der Verbindung mit 7a und i folgt: 
loa. St-i = + 3,75© X — 3,094 -Xi — 0,833 ^1 — O1625 ^1 
II a. 5,_8 = — 2,500 Ä + a.aio Ai + 0,833 ^, +0,625 K 
11a. 5,p= + 3,000 Xt — 1,768 Xt — 0,667 ^, — 0,500 f, . 



S 13. Berccbnnug der Raarnfkchwerke nach dem Verfahien vod Mohr. 2J^ 
KTiatfn 5. 



" + ;'; "1 + V 



V41 



^ V4. )'4> / 










Das gibt; 


I. Fall 


— 3.0« + 4.0» + 4,0«' = V41 


» - + a,i34 




— 3,»" + 4,0» =0 


7, = + 1,601 




+ 4,on — 4,00/ =0 


». = + .,60. 


2. Fall: 


— 3,0« -f- Afiv + 4,ow = 


« = — 3,333 




— ifif + ifit =-5,0 


» = — 1,350 




+ 4>oi' — 4,01« =0 


H' = — 1,350 


3. Fall 


— 3,0« + 4,0« + 4,01«' = 


»=. + 1,886 




— 3,0« + 4,01' = 


K = + 1,414 




+ 4,0« - 4,o>. = ^3" 


a.— 



Daraus; 

13. .S,-, = — 3,561 5,-, - 1,601 X. — 3,134 t^s — 1,601 f, 

— 1,601 W, 

14. 55_« = + 3,000 55.. + 1,250 X. + 3,333 t?, + 1,350 r, 

+ 1,350«', 

15. 5,-, = — 3,363 S^, — 1,886 tr, — 1,414 C, . 

In Veibiodluig mit loa; 

13a. 5j_, = — ii,30S X, + 7,933 Xi + 3,134 U, — 2,134 C^s 
+ 1,601 V, — 1,601 Fj — 1,601 fTj 

143. Sj-e = + 13,500 .y« — 9,381 Xi — 3,500 ir^ + 3,333 C^s 

- 1,875 >", + 1,350 r,+ 1,250 »"i 

15a. 55-8 = — 8,485 X. + 7,000 Xi + 1,886 £/. — 1,886 l/^ 

+ 1,414 f, — 1,414 y^ ■ 

Knottn 6. 



" 5,0 



.i,£. 



Dritter Abschnitt Inaere KrUt« äet St*bw«rke. 



I. Fall: w = I 
+ 3,ow — 4,001 = o 

V = 


Das gibt: 

« = + 1,333 

» = o 

W = I 


a. Fall: w = o 
+ 3.0W— 4,ow = 5,0 


u = + 1,667 



- Zfi» 



-4,0« 



Daraus: 

i6. Äs-, = ~ o,8oo 56-s . 

17. Se-B = — ^6-5 , 

18. Ate = + 0,800 ^6^ 

mid durch Verbindung mit 14a: 

r6a. 5(^j = — lo.ooo X« + 7,435 Xi + 3,000 U, — 2,667 ^s 
+ 1,500 Vj — 1,000 fj — 1,000 W^ 

17a. Ä6-8 = — ia,5oo X, 4- g)"«! Xi + 3.500 ^, — 3,333 ^i 
+ »,87s K, — 1,350 V^ — 1,350 W^ 

18a. 5io = + 10,000 ;C. — 7,425 Xi — 2,000 U, + 3.667 ^s 
~ r,5oo V, 4- ',000 Tj + 1,000 W, . 
Knoten 7. 

VII. — 5^ . a> + 5^5 /+ '" 



V41 



+ V. +7 



-fb?. 



3.0 



, Fall: +3,o« + 4,ott 



V41 V41 / 

Das gibt: 
« = + 1,667 



3. Fall: + 3,0« + 4,0«' = o » = — r,333 

3. Fall: + 3,oH + 4,0«' = ■ w = o 



§ 13- BereehnanE der R*Qmfachwerke n«ch dem Verfahren von Uohr. 275 

Daraus: 
19. S,^ = -- 0,781 S^s — 5,_, 
30. 5^ = + 5,_4 + 1,350 5^5 + 0,800 ^_, 
21. S^ = + o,6a5 5,_5 + 0,800 S,-, . 
Verbunden mit 3, 13a und i6a: 
19a. 5,_ = + 8,750 JC - 5,745-X*—a,50o f/, + 1,667 'i/j 

— 0,62s K + ',250 f', + t,25Q W^ 
30a. S^t,^ — »4,ooo X^ H- 16,970 Xi + 5,333 £/", — 5,333 i/, 

+ 3,000 V, — 3,000 f, — 3,000 M^j 
21a. Sjf, = — 7,000 Xa ■+- 4,596 Xi + 2,000 Uj — 1,333 ^5 
4- 0,500 y, ~ 1,000 fj — i,eoo JTj . 



VIII. 

5b— 6 



\ S.o 5»o ' \ Vja K3a 



5.0 
. Fall: 



S,o 



; 7V] + 5» 



\ 5,0 5.t 



K") + -Sge ■ P = O . 



Das gibt: 
- 3,0« + 4iOa' = Si» « = — 0)833 

-3, OK — 4,0«! = O j !> =; O 

» = o I w = -^ 0,625 



- 3,0» — 4,0«» = 



5,0 



■ 0,833 
- 0,625 



Daraus: 

22. 58-6 — 0.44» '5s-s 

33- 58«- = -I- 5g_., + 0,442 5g-5 
24- 5ar = + 0,707 5g_j 
und in Verbindung mit iia und 15a: 
22a. 5s_6 = + 3,750 X„ — 3,093 Xi ~ 0,833 f7, + 0,833 ^i 

— 0,625 K + 0,62s ^5 
23a. Ss^ = — 6,250 X, + 5,303 Xt + 1,667 C/, — 0,833 ^5 
+ 1,250 F, — 0,625 ^5 

24a. 5g„ = — 6,000 X, + 4,950 .y, + 1,333 ^1 — 1.333 ^j 
+ 1,000 r, — 1,000 Tj. 



2-^b Dritter Abschnitt. Innere KrSfte der Stabwerke. 

Die Stabkräfte Xa vind Xi ergeben sich aus den vier Gleichungen 5, 19a, 
17a und 22a, worin außer X» und Xi nur die Unbekannten -Si— , = S,—, 
und S^-i = 5g_6 vorkommen: 

X^= + 0,600 C/, + 0,067 C^j — 0,150 V, — 0,250 F, — 0,400 JT, , 
Xi = + 0,519 £/, + 0,424 C/^ — 0,530 r, — 0,177 ^s ~ <>.4*4 f^s • 
Setzt man diese beiden Werte in die übrigen Gleichungen ein, so 
erhält man daraus die noch zu berechnenden 21 Stabkräfte. 

Tabelle der Stabkräfte. 



St>b 


V, 


0. 


V, 


Tj 


f*'j 


i-Sl-K.) 


+ 0,600 


+ 0,067 


— o,*So 


-0,250 


— 0,400 


i-HXi) 


+ o,Si9 


+ 0,424 


-0,530 


— 0,177 


-0,424 


1—3 


- 0,771 


— 0,479 
-0,188 


-0,234 


-0,078 


+ 0,063 


1-7 


+ 0,604 


- 0,391 


+ 0,078 


+ 0,188 


2-3 


-0,129 


-0,188 


+ o,»34 


+ 0,078 


+ 0,188 


2-7 


-0.229 


-0,188 


+ 0,234 


+ 0.078 


+ 0,188 


3—4 


+ 0,617 


+ 0,383 


+ 0,187 


+ 0,063 


— 0,050 


4— > 


— 0,374 


+ 0,374 


— o,aoo 


+ 0,200 


+ 0,160 


4—5 


— 0,187 


-1,062 


+ 0.078 


— 0,391 


— 0,187 


4-8 


_ + o,479_ 
+ 0,188 


+ 0,771 


+ 0,078 


+ 0,234 


+ 0,063 


S-6 


+ 0,230 


— 0,078 


— 0,234 


+ 0,188 


S— 7 


-0,480 


+ 0,480 


+ 0,200 


— o,aoo 


— 0,480 


S-8 


+ 0,434 


+ o,si8 


- 0,177 


-o,S3i 


— 0,414 


6-7 


— 0,150 


— 0,184 


+ 0,063 


+ 0,187 


— 0,150 


6-8 


— 0,188 


— 0,230 


+ 0,078 


+ 0,234 


-0.188 


tv 


+ 0,367 


+ 0,300 


— o,37S 


-0,125 


— 0,300 


31, 


—0,617 


- 0,383 


-0,187 


— 0,063 


+ 0,050 


41/ 


- 0,383 


— 0,617 


-0.063 


-o,.87 


— 0,050 


■ 8p 


+ 0,300 


+ 0,367 


— 0,125 


-0.375 


+ 0,300 


61- 


+ 0,150 


+ 0.183 


— 0,063 


— 0,187 


+ 0,150 


7" 


+ 0,183 


+ 0,150 


— 0,187 


-0,063 


— 0,150 


3" 


— 1,000 
+ 0,667 


-0,667 


— 




+ 0,250 


8» 


+ 1,000 


_ 


- 


+ 0,250 


7w 


— 0,267 


+ 0,267 


- 




— 0,600 



Die Nachprüfung auf die Richtigkeit der Berechnung kann in gleicher 
Weise erfolgen, wie beim ersten Zahlenbeispiel ausgettihrt worden ist. 



Vierter Abschnitt. 
Spannungen in geraden Stäben. 



Die in der Konstruktion vorkommenden Grundformen der Baustoffe^ 
sowie deren wichtigste physikalisch-technischen Eigenschaften, als Elas- 
tizität und Festigkeit, sind bereits im Eingänge des I. Abschnittes be- 
sprochen worden. Dabei wurden im allgemeinen auch die verschiedenen 
Arten der Festigkeit und die Beziehungen zwischen Formänderungen 
und Spannungen, wie sie sich nach dem Elastizitätsgesetz darstellen, 
erläutert 

Nachfolgend weiden die in § i gegebenen Ausführungen ergänzt 
und auf die wichtigsten der bei Konstruktionen vorkommenden beson- 
deren BelastungsfMe ausgedehnt, wobei vorläufig nur gerade Stäbe be- 
rücksichtigt werden, einerseits weil diese in den Konstruktionen vor- 
herrschen und anderseits weil das Wesentliche in der Berechnung der 
Spannungen krummer Stäbe — wie in II. Bande dargelegt werden soil — 
sich auf die Berechnung gerader Stäbe zurückflihren läßt. 

Im 11. Bande wird, im Zusammenhange mit der Besprechung der 
Formänderungen der vollwandigen und gegliederten Träger, auch eine 
ausführiiche Behandlung der Formänderungen und der Fomiänderungs- 
arheit gerader und krummer Stäbe folgen. 



§ 14. Darstellung der Flftchenmomente ebener 
Querschnitte. 

Bei der Berechnung der Spannungen spielen die Flächenmomente 
ebener Querschnitte eine wichtige Rolle. Das sind die statischen Momente: 
S =JdF ■ X oder J'dF ■ y, die Trägheitsmomente Jx ^JdF • y' oder 
Jj ^JdF ■ x' und das Zentrifugalmoment Jx^ =J'dF- x -y, alle im 
allgemeinen bezogen auf zwei behebige Achsen XY des Quei^chnittes. 
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Vierter AbschDitt. SpsDanngen in geradea Stäben. 



Besonders häufig verwendet man zwei rechtwinklig aufeinander stehende, 
durch den Schwerpunkt verlaufende, sog. Sckwerachsen. 

Es handelt sich hier besonders um die analytischen Beziehungen 
der Flächeumomente zueinander und sodaon um die rechnerische oder 
graphische Darstellung der einzelnen FlächengröOen. Bei Anwendung 
von InstTUmenten empfiehlt sich der Gebrauch eines Polarpianimetcrs. 
89. Beziehungen zwischen Trägheits- und Zentrifugal- 
momenten *. 

Für ein rechtwinkliges Achsenkreuz A'K (Fig. »71) seien die Träg- 
heitsmomente Jx und J, 
Y nnd das Zcntrifngal- 

momenty^ einer Räche 
bekannt. Dann wird es 
sich darum handeln fest- 
zustellen, in welcher Be- 
ziehung zu den ge- 
gebenen FlächengröOen 
die Trägheitsmomente/«, 
J„ und das Zentrifiigal- 
momentyne stehen, wenn 
diese Größen auf ein 
Achsenkreuz ÜV be- 
zogen werden, das um 
den Winkel a gegen das 
Achsenkreuz XY ver- 
dreht worden ist. 

Man ertiält fUr einen 
Punkt X. y 




« = * cosa -|-_y sina 

V ^ — X sxaa -\- y cos a. 
.ns: . 

/. =Jv'dF=J{y cosa - x sina)"rf/' 
/„ = ax,^ajy'dF-\- sia'al x'äF~ 2 sincrcosa/ jc^rf/". 



' MoHK, Ober die Beitimmni^ nnd die grmphiiche DanteUang v 
momenteD ebener FlSchen. Civilingenieor, 1887. 
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Das gibt; 

/. = cra'oA + siVa/, - siii2o/„ . 


(54) 


Auf gleichem Wege erhält man: 




/, = si»'«/. + "^'"J, + m-^aj,. 


(55) 


und durch Addition der Gleichungen (54) und (55) 




/. +/. =/- +/,. 


(S') 



Für polare Koordinaten wandelt sich die Summe y^ ~l~^ um in: 

/f = JQ'i{F wird als das polare Trägheitsmoment bezeichnet. In 

Worten: 

/är alie ree/itwinkiigen Achsenkreuze desselben Ursprunges ist die 
Summe der TrägheUsmomenie eine unveränderliche. Sie ist gleich dem 
polaren Trägheitsmomente Jp. Für das Zcntrifugalmoment Juv findet 
man in gleicher Weise; 

/„, = luvdF= hxcosa +^sina) {— xmta ■i-ycosa)dF 
oder 

/«- = (■ " - ^ -j sin I « +/,, ■ cos I er. (57) 

Für den besondem Fall 0^45" erhält man: 

/.= ■(/-+/,)-/-, 

/. = }{r.+/,]+/„ (58) 

Die Gleichungen können benutzt werden, um ein Zentrifugalmoment 
_/zy aus drei Trägheitsmomenten _/i, J, und /^ zu berechnen. 

go. Die Grenzwerte der Trägheitsmomente. 

Es fragt sich, fUr welchen Winkel a des Achsenkreuzes CT (Fig. 271) 
/„ undy, ihren Grenzwert erreichen. Wir bestimmen deshalb zuerst die 
Abgeleitete von y., genommen nach der Veränderlichen a und erhatten 
aus Gl. (54) 



28o Vierter Abschnitt. Spanuongen iu geraden StNb«n. 

-^ = — 1 cos « sin a /t + asiii <x cos aj^ — a cos a «y^^ 

tmd daraus 

j^ = (/> — /*) sin aa — 2 cos 3 o/,, . 
Das gibt aber nach Gl. (57): 

Die Grenzwerte von /, treten also ein für 



ia 



= — 3_/.p = o , d- h, : 



Das Trägheitmomenl erreicht seine Greniwerte für diejenige Lage 
seiner Achse, für welche das sugehörige Zentrifugalmoment verschwindet. 
Die Achsen heißen die Hauptachsen, die darauf bezogenen Grenzwerte 
die Hauptträgheitsmomente. 

Weiterhin (unter 94) wird dargelegt werden, daß es außer den Haupt- 
achsen noch eine Reihe von anderen, sog. zugeordneten Achsen gibt, 
für welche das Zentrifugahnoment verschwindet. 

Die Lage der Hauptachsen findet man aus GL (57], wenn man J„ 
darin gleich Null setzt und nach a auflöst Man erhält dann für den 
Winkel a„, den eine Hauptachse mit der XX einschlieQt: 

tongaa^ = ^^'' • {59) 

/y — /i 

Es wird immer zwei zwischen Null und 180° liegende Winkel a^ 
geben, die der Gl. (59) entsprechen und von denen einer um go° größer 
ist als der andere. Für welche der beiden, danach senkrecht aufeinander- 
stehenden Hauptachsen der größte oder der kleinste Grenzwert eintritt, 
entscheidet in bekannter Weise der zweite Diffcrentialqnotient. Ist einer 
der Grenzwerte danach als der größte erkannt, so ist der andere der 
kleinste aller überhaupt möglichen Werte, weil bei steter Drehung der 
C^-Achse um 360° auch y« sich stetig ändert 

In der Festigkeitslehre haben hauptsächhch diejenigen Hauptachsen 
Bedeutung, die zi^leich Schwerachsen sind. Daraus folgen die Sätze: 
Für jeden Querschnitt gibt es zwei senkrecht aufeinanderstehende Schwer'- 
ochsen, für welche das Zentrifugalmomenf verschwindet. Hat der Quer- 
schnitt eine Symmetrieachse, so wird für diese das Zentrifugalmoment gleich 
Null, also ist jede Symmetrieachse eine Hauptachse. 



i 14. DuiteUnng der FIScheDmomente ebener Qaerschnitte. 28 1 

Setzt man den Wert von tang 9 «^ aus Gl. (59) in die Gl. {54) 11. (55) 
ein, Bo erhält man ftlr die Hauptträgheitsmoineiite /« undyj, bezogen 
auf das HaoptaducDkrenz SA: 



M 



/.= 




iVc/.- 


-/,)■+ 4/i 


/' = 


W^- 


•/,)•+ 4/i- 


erhält man 


. schließlich 








/.+/.. 


=/. + /, 






/. -/< = 


C0S2 0„ 





Ferner eiiiält maji aus den Gleichungen (54), (55J und (57) für ein Haupt- 
ackien-Y^KVz AB'. 

y, = coi'a^a + sin'a/i 

/„ = sin'o/a + cos'a/i (6z) 

/- = -(/- -/*)8in2«. 

91. TrSgheitskreis und TrSghettsschwerpunkt. 

In sehr einEacher und duichsicfatiger Weise hat Mohr die Bezie- 
hungen zwischen Trägheits- und Zentrifugalmomenten mit Hilfe eines 
sog. Trägheitskreises graphisch daigestellt. 

Wir betrachten in Fig. 272 zwei unter beliebigem Winkel gegen- 
einander geneigte Achsen OX und OY, die in einem Punkte O einer 
Querschnittsfläche entspringen. Irgend ein Punkt tiF der Fläche, im 
Abstände ^ von O, habe in Bezug auf diese Achsen die Koordinaten 
xnnd>; die Winkel, die der Strahl ^ mit den Achsen einschlieDt, seien 
ß imd a. Dann lautet der Ausdruck für das Zentiifugalmoment /^y 

Jxy = Ix • y ■ äf = I Q*äna • äaß ■ dF. 

Man lege durch einen Kreis von beliebigem Durchmesser ar — 
dem sog. Trägheitskreis — der die Achsen A^K in den Punkten A und 
B schneidet, ferner lege man durch dF einen Strahl, der den Kreis 
in C trifft. Es berechnet sich dann der senkrechte Abstand k des 
Punktes C von der Sehne AB: 



282 Vieiter Abschnitt. SpiDnangen in genden Stuben. 

k = AC ■ imß = zr ■ sina • an/J 



und daraus: 



^■'-KiP, 




g 14. DustellnDg der Flaehendemente ebener Qaerschnitte. jgj 

Der Ausdruck unter dem Integialzeicheo läßt sich auf&sscD als ein 

o'dF 
statisches Moment der im Punkte C vereinigten Flächenkraft — 

in Bezug auf die Sehne AB. Die Summe aller statischen Momente 
kann danach gefunden werden, wenn man den Mittelpunkt aller Fläcben- 
kräfte der verschiedenen Punkte C und dessen Abstand von der ^5 
ennittelt Wird dieser Abstand mit h^y bezeichnet, so ist Jx^ durch 






bestimmt, worm /^ das polare Trägheitsmoment (89) der betrachteten 
Querschnittsfläche Jdß = F bedeutet 7" sei der erwähnte Mittel- 
punkt der Flächenkräfte. Er ist von Mohr als Trägheitsschwerpunkt 
bezeichnet worden. Dann ist Tm X AB ^ h^f. 

Obiges gilt für jede beliebige Lage der Achsen OX und OY, also 
auch flir die beiden wichtigen Fälle, flir welche eine Achse mit der 
anderen zusammenfällt, sodaQ einmal der Kreispunkt ^ in ^ und das 
andere Mal der Kreispunkt ^ in ^ zu liegen kommt. Das Zentrifiigal- 
moment geht dann in ein Trägheitsmoment /^ oder /^ über und an 
Stelle der Kreissehne AB treten die entsprechenden Tangenten in A und 
B. Der Schwerpunkt T ändert seine Lage nicht, weil diese allein von 
der Gestalt des Querschnittes und dem Klreisdurchmesser abhängig ist. 
Daraus folgt 



wenn hg und A, die senkrechten Abstände der betreffenden Tangenten 
in A und B vom Punkte T bedeuten (Fig. 278}, Macht man zweck- 
mäDig 

so ei^ben sich die geometrischen Beziehungen: 

J. =hx {63) 

Der Tr%heitsschwerpunkt T findet sich also aus der Bedingung 
A, :A,:Ä^ =/,:/. :/^. 



28^ Vierter Abschnitt. Spannangcn in geraden StSben. 

Um T festzulegen muD man für passende Achsen des Queischnittes 
vorher zwei Trägheitsmomente und ein Zentrifagalmoment eimittdn. 

93. Darstellung der Lage der Hauptachsen und der Haupt- 
trägheitsmomente. 

-ir 




Wir benutzen dazu den von Mohr eingeführten Trägheitskreis: Für 
dazu geeignete Achsen XY weiden /x, /, und y«^ berechnet oder 



3 14. Daistcllnng der FUclieninomente eben 
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graphisch ermittelt (96 und 97). Bei der Berechnung kann man/,, auch 
ansy,, Jy nndyi, edialten (Gl. 57 u. 58), Um/„ und /^ zu erhalten, 




*x 



legt man zuerst den Trägheitsschwerpunkt T fest Das geschiebt mit 
Hilfe des Trägheitskreises vom Durchmesser ar =/f =/z -'r/y, wie 
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Vierter AbschDiCt. Spuinnngai in genden StSben. 



die Fig. 373 und 274 vemnschaulichen. Jx und Jy sind 1^ positiv nach 
den zugehörigen Achsenrichtui^;eQ anfzutragen; J^y ist, je nach seinem 
Vorzeichen, in positiver oder negativer Richtung einzutragen. 

Nach den bisherigen Darl^ungen sind die ^Fig. 373 und 374 an 
sich verständlich. 
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Es worden aufgetragen: 

in der Fig. 273: in der Fig. 274: 
am := /r 



Om =/^ 



Am =/, 
1^ = +/. 
Danius wurden erhalten 

Jgi ist natürlich Null. Deshalb geht fUr die Hauptachsen OA und 
OB die Kieissehne, von welcher aus hat = O zn messen wäre, in den 
Durchmesser AB über, /x, fy \niA. Jty lassen sich bei Vorhandensein 
einer Symmetrieachse mit Hüft der Hauptachsen wie fc%t darstellen: 

Die AA (Fig. 375J sei eine Sjmmetrieachse des Querschnittes, 
dadurch wird sie zugleich zu einer Hauptachse. Die zweite Hauptachse 
BB steht senkrecht zur AA. Man bestimme /„ und Ji und trage 
deren Summe, die gleich Jf =Jx +^ ist, als Durchmesser zr des 
Trägheitskreises auf. Die Achse XX oder YY kann dann beliebig 
angenommen werden. Das vom Momentenpol T aus gefüllte Lot Tm 
gibt yii, und dadurch sind auch Jx und Jy durch die Strecken am imd 
bm bestimmt. 

93. Das Zentrifugalmoment 

a. Für Achsen UV, die zu rechtwinklig aufeinanderstehen- 
den Schwerachsen parallel sind (Fig. 276). i. Die Koordinaten 
des Schwerpunktes der Fläche F seien x„ und y^. Dann ist 

/«, =fuvdF=J{x + x,)[y +y,)dF 

=yoJ xdF -t- x^y^JdF -\-JxydF + x^fydF. 

Weil die statischen Momente JydF xatdj'x dF gleich Null sind, so folgt 

U=J.y-\-x„y„F. (64) 

Wenn eine der Schwerachsen eine Symmetrieachse ist, verschwindet 
A,. In diesem Falle ist 

/«. = x^^F. (6s) 

Mit Hilfe der letzten Gleichung läßt sich das Zentrifugahuoment 
einer Fläche berechnen, die aus Rechtecken zusammengesetzt vlx, wie 
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der in der Fig. 377 daxgestellte Querschnitt Das auf die 6T- Achsen 
bezogene Zentrirugalmoment des Querschnittes ist nach GL (65): 

/« = — x,y^f, — x,yj, + Äj>j/3 , 

worin/,,/,, /j die Flächeninhalte der drei Rechtecke mit den zugeht^gen 
Schwerpunkten j„ ;„ j, und die 
verschiedenen a;,^ die Schwer- 
punktskoordinaten vorstellen. 
3. Wenn ein Querschnitt, 
wie in der Fig. 378 parallel 
zur 6''-Achse in Streifen 
von differentialer Höhe J v, 
deren Schwerpunkte alle in 
einer Geraden Hegen, zerl^ 
werden kann, findet sich eine 
einfache Beziehung zwischen 
/.cund/a- Bezeichnet a den 
Winkel, den obige Gerade 
\gg) mit der f-Achse ein- 
schließt und a die von ihr auf 
dieser abgeschnittene Strecke, 




J„=juvdF=j(a -f- vco'iga)vdF= aJvdF-\- cot^aJv'äF. 




Das gibt 
/„ = av^F+co^%aJu. (66) 

^ b. Für schiefwinklige 

Koordinaten. (Fig. 279.) 

K Ursprünglich seien die Flä- 
i-U chenmomente auf ein recht- 
winkliges Achsenkreuz be- 
zogen worden. An Stelle 
der .Y-Achse trete dann eine 
A^'-Achse, die mit der unver- 
ändert beibehaltenen K-Achse 
den Winkel ß einschließt. 
Die I^Achse soll flir die neuen 
Koordinaten dann ab V- 
Achse bezeichnet werden. 
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Die schiefwinkligen Koordinaten sind dann: 




Daraus findet man leicht : 

/; = 



j, 

f., - J, cueii 



(67) 



fnent Jx^ verschwindet für cotgli = 



wenn darin /y und /,, auf lechtwinklige Koordinaten bezogene Flä- 
chenmomente sind. Weiter ergibt sich daraus der Satz: 

Das auf die schiefwinkligen Achsen X' Y' bezogene Zentrifugalmo- 
-J-y 

"/,■ ' 

94. Zugeordnete Achsen, für die das Zentrifugalmoment 
verschwindet. 

a. Darstellung der zugeordneten Achsen. Durch den Schwer- 
punkt einer beliebigen Querschnittsfläche ^sei der Trägheitskreis gelegt 
und der "ftägheilsschwerpiinkt T bestimmt worden (Fig. a8o). Legt man 
dann durch T und das Kreismitlei M einen Durchmesser AB^ so isl die 
Lage der Hauptachsen OA und OB gegeben, weil für diese Achsen 
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hiyj'= ly verschwindet und weil der Achsenwinkel AOB ein rechter 
ist Man kann weiter aber noch eine beliebige Reihe von anderen lu- 
geordneten Achsen, fUr welche /ly verschwindet, finden, wenn man durch 




\x 



Fig. 380. 



T beliebige Kreissehnen a/,, a^b^, a^b^ usw. legt und die dadurch 
erhaltenen Kreispunkte a, und b„ d, und ^, usw. mit dmx^ Gerade 
verbindet. Die so erhaltenen Geradcnpaare UV, WX, YZ usw. be- 
deuten ebensoviele Paare von zugeordneten Achsen. 
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b. Beziehungen zugeordneter Achsen zu einem rechtwink- 
ligen Achsenkreuz. Für manche Aufgaben der Festigkeitslehre werden 
außer den Hauptachsen 
auch noch andere zu- 
geordnete Achsen mit 
Nutzen verwendet. Dar- 
um sind die Beziehun- 
gen eines zugeordneten 
Acbsenpaares UV zu 
einem Achsenkreuz XY 
festzustellen, für das Jx-, 
Jf und _/r, gegeben sind. 
Ein Punkt dF der 
Querschnittsfläche, des- 
sen Koordinaten Xy y '° 

sind, habe von den Achsen U und V den entsprechenden lotrechten Ab- 
stand V und « (Fig. aSi). Die Winkel zwischen der UV und der X 
seien a^ und a^. 





L: 




I 


-rjr 




^ 


csn 


^^ 


' / 


1 


ßy 


N 




J- 


y. 


r 






V 



V =_>'C08a» — ^csinaH 
w = xsin a„ — y cos R» . 
Außerdem ist das Zentrifugahnoment 

/ uvdF^ o. 
Das gibt, wenn die Werte für u und v eingesetzt werden: 
co%a^Wiav j xydF — sinausinaef x'dF — cosß„ ■ cQsar,fy'dF-\- 

-\- sin ÜK cosa„ j xydF!= o. 
Daraus findet man: 

/r,(tanga, + tanga„) =/, +^ tanga» tanga^. (68) 

Ist Om gegeben, so fo^t: 



/^ — /,tangür. ' 
woraus für o^ = o und «„ ^ 90° die Beziehungen 



Vierter Abschnitt. Sptuuiimg;en in geraden 
tauge. ='^ (fiir a„ = o) 

Jxy 



folgen. Die letzte GleichUDg sagt dasselbe aus, wie der Satt vom Zen- 
trifugalmoment (unter 93 b) wonach dieses auch für ein Achsenpaar X' V 

verschwindet, falls cotg// = -^ wird (Fig. 279). OX" und Oy sind 
dann also zugeordnete Achsen. 

Für den Sonderfall, daß die Achsen XY Hauptachsen sind, erhält 
man schließlich, weil dann /y, ^ o ist; 

/, +/,, tango. tangOo =:= o. 

95. Die Trägheitsellipse. 

Nachdem Mohr seinen Trägheitskreis eingeftihrt hat, ist die prak- 
tische Bedeutung der TrägheitselÜpse eine geringere geworden. Denn 
einerseits dienen beide Linien zu gleichen Zwecken, nämlich zur Erleich- 
terung der Darstellung der FlächengröQen /, und anderseits ist dieses 
Ziel mit Hilfe der Tiägheitskreises bequemer zu ereichen, als bei An- 
wendung der Trägfaeitsellipse. Wenn danach also fUr die Lösung prak- 
tischer Aufgaben in erster Linie der Gebrauch des Trägheitskreises zu 
empfehlen ist, so bietet doch die Trägheitsellipse, abgesehen von ihrer 
geschichtlichen Bedeutung, heute immer noch ein erhebliches wissen- 
schaftliches Interesse. Deshalb soll sie hier nicht tibergangen werden. 

a. Einführung der Trägheitshalbmesser. Es ist fUr den vor- 
liegenden Fall bequem, ein Trägheitsmoment _/„ allgemein durch die 
Gleichung 

J. = F-rl (70} 

auszudrucken. Darin bedeutet F die Querschnittsfläche und r^ stellt 
den sog. Trägheitshalbmesur vor, wobei der angehängte Zeiger angibt, 
für welche Achse er zu nehmen ist. Danach butet die Erklärung einer 
Trägheitsellipse wie folgt: 

Eine Ellipse, deren Haiiacfisen a and b gleich oder proportional den 
Trägheitshalbmeisern der Hauptträgheitsntomente h und Ja des iugehö- 
rigen Querschnittes gemacht werden, heißt eine Trägheitsellipse. Sie be- 
sitzt die Eigenschaft, daß der senkrechte Abstand zwischen einem beliebigen 
ihrer Durchmesser Uü und der dazu parallel gezogenen Tangente tt den 
Trägheilshalbtnesser für das auf den Durchmesser bezogene Träghetts- 
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moment J^ angibt. Danach ergeben sich für die Hauptträgheitsmomente 
die Werte 

/. = Fb' 

J, =Fa\ 

Liegt der Mittelpunkt der Trägheitseüip 
Schnittes, so heißt sie eine ZeittralelÜpse. 



Sehwerpunkt des Quer 




Der Beweis für die Richtigkeit des Satzes folgt ans der Verbindung 
der ElUpsengleicbung mit der Gl. (62) für/,: 

/« = coB^a/a + tüa'ajt, 

die nach erfolgter Einflihnmg der Trä^heitshalbmesser übergeht in 

i) rl ^ i'cos'c + u'sin'o. 

Durch Differentüeren der Ellipsengleichung 
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■' b' dx 

worin a der Winkel ist, den die Tangente tt im beliebigen Punkte m 
der Ellipse mit der Hauptachse OA einschließt Die Tangente ist der 
Achse O U parallel. 

Setzt man den für ;<; gefundenen Wert in die Ellipsengleichung 
ein, so folgt: 

, b* cos' a 

^' ^ ~i'cos'or + <i"sin=a' 

In der Verbindung mit i) gibt das 

d'coaa , o'sin« 

3) y = - - und x = - 

Aus der Fig. aSs fo^ weiter, daß das von O auf die Tangente // 
geMte (also in der OV liegende) Lot Öl durch 

Ot = y cosa + a:sina 

ausgedrückt werden kann. Nach Einsetzung der für :*: und y in 3) 
gefundenen Werte erhält man 

-XT i' cos' a -i- a' sin° o 

Damit ist die Richtigkeit des Satzes von der l^ägbeitsellipse bewiesen, 
weil festgestellt worden ist, daß der unkrechte Abstand swiscken einem be- 
iiebigen Durchmesser O U der Trägheitsellipse und der dazu paratUUn 
Tangente tt der Trägheitskalbmesser für das auf den Durchmesser be- 
zogene Trägheitsmoment /„ ist. 

b. Das Zentrifugalmoment und die zugeordneten Achsen 
(Fig. 282}. £5 ist nachzuweisen, daß die Strecken mt und m'f Maße 
für die Größe des Zenlrifugaimomeates /„ abgeben. Diese Strecken 
liegen in den Tai^enten tl und ff, von denen jede einer der beiden 
Achsen U und V parallel läuft Of ist nach vorigem der Trägheits- 
halbmesser fUr die Achse O V. 

Es ist: 

[b' — o'}sina cos« 



mt = — (^ccosa — y&iDa) = 
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Der Zähler des letzten Ausdruckes ist aber (nach der Gl. 62) gleich 
/™, woraus folgt: 

^= -^■ 
In gleicher Weise findet man: 

.„•,■_ /•• 



171) 



Endlich findet man, mit Bezug auf die Fig. 282, 

und 

d. h. also, weil (nach Gl. 67) das anf schiefwinklige Achsen bezogene 
Zentrifugalmoment y]^^ für cotgj? ^ r~ verschwindet: 

Zugeordnete Durchmesser der TrägkätsetHpse sind tugleick zageord- 
nete Achsen für das darauf bezogene Zenlrtfugalmoment, dkses ver- 
schwindet also. 

Die Achsenpaarc Oi'' und Om einerseits, sowie ö^'und Om' an- 
derseits sind solche zugeordnete Achsen. 

g6. Graphische Darstellung des statischen Momentes S und 
des Trägheitsmomentes /. 

a, Verfahren von Nehls (Fig. 283). Das für eine Achse XX zu 
bestimmende .S oder / wird durch eine Flache dargestellt. Man ziehe 
zwei Parallelen zur XX: i) im beliebigen Abstände h die Grade GG 
und 3) durch den beliebigen Unuißpunkt n der gegebenen Fläche die 
Gerade gg. Mache nn J. GG\ ziehe durch den beliebigen Punkt O 
der Achse XX und den Punlct «' einen Strahl, der die gg in s schneidet. 
Mache ss' 1. GG und ziehe einen Strahl durch O und s', der die gg 
in > schneidet. 

Sind die Funkte s und i für eine ausreichende Zahl von UmiiÜ- 
punkten n festgelegt und bezeichnet man die dann erhaltenen Flächen 
asb und aib mit F^ und Fi, so ist: 

S=F, h \mA/=Fi- h 
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F, und / = Fi. 

Der rein geometrische Beweis flir 
die Richtigkeit dieser Darstellung 
ist leicht zu führen. 

b. Verfahren von Culuann und Mohr (Fig. 284). 

i) Das statische Moment S findet man {nach Culmann) mit Hilfe 



Fig. 483. 
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eines Seilecks und eines Kiaftecks, wobei die Kräfte als^/äc^^kräfte paral- 
lel der XX wirkend dai^estellt werden. Man teilt danach die gegebene 
Fläche durch parallel zur XX gezc^ene Gerade in eine Anzahl von Streifen, 
deren Höhe Jy so klein zu wählen ist, daß der Schwerpunkt jeder der 

Jy 
Streifen (ftir praktische Fälle genau genug) entweder in der Höhe 

angenommen oder als Schwerpunkt eines Trapezes oder dergl. leicht be- 
stimmt werden kann. Die genannten Flächenkräfte [cm°) greifen dann 
in den Schwerpunkten der einzelnen Streifen an. Man setzt sie zu einer 
(der XX parallen) Kraftlinie zusammen und zeichnet für einen beliebig 
gewählten Pol O zwischen den Kraftrichtuugen das Seileck (55b}. Das 
ist in der Fig. 284 geschehen. 

Das statische Moment .S der Flächenkräfte (i bis 13) bezogen auf 
die XX ist dann (nach 60 und 61 ) gleich der Strecke k, die von den 
äußeren Seileckseiten auf der XX abgeschnitten wird, multipliziert mit 
dem Polabstande H. Für ff= i ist 



Durch den Schnittpunkt ti der äußeren Seileckseiten verläuft (nach 55} 
die Mittelkraft alle Flächenkräfte. Die durch n zur XX gezogene Pa- 
rallele SS ist also eine Schwerachse. J^r diese ergibt sich h, folglich 
auch S^^o. Wollte man den Schwerpunkt in der ss find^ so 
brauchte man die beschriebene Darstellung nur noch eimal ftir eine 
passend anzunehmende F-Ächse durchzurühren. Man erhielte dann 
eine zweite der YY parallele Schwerachse, deren Schnitt mit der ss den 
Schwerpunkt der Fläche bezeichnen würde. 

Setzt man den Abstand der Achsen ss und XX gleich a und 
y ^ a -\- V, so ergibt sich aus 

S =JdF{v +a)= JdFv -^ F ■ a 

der bekannte Ausdruck 

S=Fa. (73) 

2) Das Trägheitsmoment J der Fläche F bezogen auf die XX findet 
sich in einfacher Weise [nach Mohr) aus der Räche /, die von der 
XX, dem Seileck und der ersten äußeren Seileckseite oder deren Ver- 
läDgerung begrenzt wird. Das ist in der Fig. 284 die Fläche i — i' — 13'. 
Es ist nämlich 

J=iHf 
oder fDr 2H=i i (74) 

/ = /• 
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Der Beweis dafür ergibt sich ans der Betrachttmg eines Differendals 
vom statischen Momente. Es ist das statische Moment ^S^ fflr die 
Flächenkraft i ^eich i -^,, oder gleich derjenigen Strecke, die von 
den an die Ftächenkräfte i und a stoßenden Seileckseiten auf der XX 
abgeschnitten wird, multipliziert mit H. Es ist also 

JS, = JA, ■ ff. 

Was für die Flächenkraft i gilt, gilt sinngemäß auch fUr alle Übrigen 
Flächenkräfte. Es ist danach allgemein 

JS •y = JA • // -y, 

worin JA ■ y den doppelten InAalt des betreffenden von zwei Seilecl- 
seiten und der XX b^enzten Dreiecks angibt Daraus folgt 

/ =^JS ■ y= 2[Fl ■ i-i- -i3;)H = 2H ■ /. 

Sollte in Fig. 284 z. B. das Trägheitsmoment /, flii die Schwer- 
achse SS berechnet werden, so ergäbe sich dafUr 

/, = a -HiFl-i—n-i^). 

Wir machen schließlich noch darauf aufmerksam, wie man aus obigem 
auch das Trägheitsmoment /^ fUr eine beliebige Achse XX linden 
kann, sobald f, für eine dazu parallele Schwerachse gegeben ist. Es 
ist nämlich nach der Fig. 284 

/. _/, = 2 ff [Fl . «-i'-i3') = 2/^(^) 

oder 

/,=/. + ffA-a=/. + Sa. 

Da aber nach Gl. (73) S = Fa ist, so folgt: 

/.=J. + I^a\ (75) 

Die letzte Gleichung ist bequem fltr die Berechnung der Trägheits- 
momente solcher Flächen, die aus mehreren einfachen Umrissen zu- 
sammengesetzt sind. 

97. Graphische Darstellimg des Zentrifugalmomentes. 

a. Aus Rechtecken zusammengesetzter Querschnitt (Fig. 385). 
Das Verfahren besteht im wesentlichen in einer zweimaligen Wieder- 
holung der Ermittelung eines statischen Momentes, wobei die Richtungen 
der Flächenkräfte im ersten und zweiten Krafteck (bei senkrechtem 
Achsenkreuz) um 90° gegeneinander gedreht erscheinen. 
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Das etste Krafteck mit der beliebigen Polweite ^, enthält die pa- 
rallel zur 6'' in den Schwerpunkten s, bis j, angreifenden Kräfte V^ bis 
f/j. Die zugehärigcn Flächen sind: 






Flg. *8s. 








wurden 


aufgetragen 










£/, = 


a 


_ '5 
6 


= 




v,= 


a 


^T 


= 




er, = 


h_ 


_ 21 


_ 



wobei a= (y beliebig angenommen wurde. 
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Verlängert niaTi in dem zugehörigen Seileck alle Seiten bis zur f/-Achse, 
so hat man: 

Strecke i — a = + ~i — I 

, , '^a^'al worin v„ V,, »j die Schwerpimkts- 

A, I abstände vorstellen. 

Diese drei Strecken betrachtet man jetzt als Kräfte F,, V, und V^, 
parallel zur V gerichtet, und bildet aus ihnen das zweite Krafteck mit 
einem beliebigen Polabstande h,. Das ist in der Fig. 285 geschehen, 
ohne dabei die Kraftrichtungen V gegen diejenigen der U um 90° zo 
drehen. Deshalb sind bei der Zeichnung des zweiten Seilecks dessen 
Seiten senkrecht zu den Polstrahlen zu nehmen. Die äußeren Seileck- 
seiten schneiden auf der f-Achse eine Strecke mn ^ — A^ ab. Daraus 
folgt; 

— *. ■ *j = — ^1 ■ ». + f', ■ «, + ^3 ■ »3 



oder 




— 




Nach 


Gleichung {65) ist aber 
s für den vorliegenden Fall 


= '.y F. 








J„^-.,,J,+u,: 


'./. - ",■ 


'./, 


= .2"-' 


folgt. 


Das gibt endlich: 










/„ = -^ 


>i, ■ Ä, ■ 


Aj. 





In der Fig. 285 war a = 6 gemacht. Für A, = 6; h^ =: 2,5 und 
h^ = 3,13 erhält man danach 

/„ = — 28a dem*, 
wenn die Einheit dem waren. 

b. Zentrifugalmoment eines Trapezes (Fig. 286). 

Der Abstand des Schwerpunktes s beträgt 3,5 bis zur Achse ü und 
3,14 bis zur Grundlinie, cotga berechnet sich zu 
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Also ist nach Gl. (66): 

/«■ = aVa-F-i- cotga/. 



/. findet sich aus dem 7' /' 
Trägheitsmoment /, flir 
die der W parallele 
Sdiwerachse: 

Zerlegt man das Tr^iez 
in ein Rechteck der 
Breite 2,0 nnd ein 
Dreieck mit 3,0 Grund- 
linie, so erhalt man 
(veigl. 98 unter 1 
und a) flir_/i,, wenn die 
in der Fig. a86 einge- 
schriebenen Maße einge- 
setzt werden: 



0,3 /- 




/, =1^1.2.5^-^^.3. 5^-3,5. 5,0- »,i4']+3,SS>o- 3,5'= 

Daraus 

/«. = 306,25 — Oi3 ■ 348,82 = 231,60 m* . 
g8. Beispiele'. 



a. Hilfsformeln für Flächenroomente. 






I. ReckHckfiäche (Fig. 287). 






F=bh = b{K-K), 






5, = /■■:.. = b[h^ - h.) (*"-^*= 4- >J„) = 


>. 


-h.)[K+l:), 


s^ = ^{K-'>l) = ^[K + h^]- 




w 


Ferner ist: 






^ = .£.. 







' Nach Mbhrtbns, Techn. Mecbanik. (Im Handbuch der Bsnkunde, 1 
S' 575') Auch ab Sonderabdrnck erschienen. 18S5. 
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/^=-{f'l~>'l)- 



(77) 



Bezogen auf die mit der Unterkante des Rechtecks tusammenfaliende 
Z 'Achse erhält man demnach fUr ^. ^ o und h^^ h: 

- »•; /. = ^'. „8, 




Desgleichen für die Schztrerachse SS (nach Gl. 75); 

/=/, _ F{x^ - *.)• = y _ iÄ . - = — . (79) 

3. Dreiecksfläche. Für ein Dreieck (Höhe h, Grundlinie b) erhält 

man fUr die der GnuK 

die Grundlinie selbst 

/= — iÄ^. 

3. Trapezftäche (Fig. 288). Wenn man die Figur durch eine znr 
XX parallele Grade ww in ein Parallelogramm und ein Dreieck teilt, 
so erhält man fUr eine der nicht parallelen Seiten als Achse: 

«: *(*.-A)(»^-_i!+,,). 

Das gibt nach wenigen Umformungen 

i = 4k +■«;+'*.'*.)• M 
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Ferner «rhält man (unter Benutzimg der GL 75} 



und daraus 



!>[/•, — ^,)^ . HK — f>i) IK 



/:.= T-(^,+ K) {/''.+ K)- 



(8.) 

Sind statt der Höhen A, und ^, die Seitenlängen a^ und a, gegeben, 
sowie auch deren Winkel a mit der XX, so sind in den obigen Formeln 
die Höhen Ji durch a ■ sina aaszodrllcken. 

4. Kreitfläche [Flg. 389J. Das Trägheitsmoment in Beziehung auf 
eine Schwerachse berechnet sich am einfachsten aus dem polaren Träg- 
; /^. Es ist 



Nach GL (56) und (6 
ist für vorUegenden Fall 

/> 
oder 



=/.+/' 




5. Ergänzung einer Vier- 
telkreisfläcke sur Quadral- 
fläehe (Fig. ago). Es han- 
delt sich um die schraffierte 
Fläche abd. 

Es ergibt sich zunächst: 



f -,•■- — = 



0,315 '' 



Um St zu berechnen, braucht man den Abstand t des Schwerpunktes s 
im Vicrtelkreise von der zur XX parallelen untern Qnadratseite ctf. 

Für einen beliebigen Kreisausschnitt des Zentriwinkels aa ist die 
Strecke es mit 
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anzuschreiben. Im vorliegenden Falle, wo « = 45° ist, erhält 
denuiach : 



Es ist aber der gesuchte 
Schweipunktsabstand 




Fig. »90. 

5^ = r'(o,3i5^ + o,i67r). (83) 

Das Trägheitsmoment des Viertelkreises, bezogen -auf die untere 
Quadratseite (d, beträgt ein Viertel vom/ der Gl. (82). Deshalb ergibt 
sich aus der Gl. (75) 

jetzt 



/. 



^' = [n-'11 + ['-(f+>)'+v(''-"+^'')] 



oder nach erfolgtem pjnsetzen der gegebenen Zahlen: 

/x = r'{o,2isy -|-o,333j'r + 0,137*-'). (84) 

Für den Fall, daß y oberhalb der cd l%e, würde sein Vorteiche» 
negativ zu nehmen sein. Wollte man z. B. S^ undyfUr die in der Fig. 290 
durch Kreispunktiening angedeutete untere Viertelireisfläche acii berech- 
nen, so müßte man^- negativ und außerdem bis zur Geraden ab rechnen. 

Bei der in der Fig. 291 dargestellten Lage der Viertelkreisfläche er^ 
hält man nach einigen Umformungen: 



' Mehbtens a. a. r 



S. src 



3 14- Dantellimg der Fitelieimiomente ebenei Qaeracbnitte. los 

I'ÜT den Kreiiotuscfmitt (mit Zentrivinkel von 90°) 



/^ = r'(o,07i4r* +o,^&$yX^. 



(85) 




Flg. agi. 
Für die Ergänzung der Viertelkreisaäche zur Quadratfläcfae : 

wobei die Schwerachse SS parallel zur XX gedacht ist 

b. Berechuang von statischen und Trägheitsmoment« 
6. Unsymmetrischer \-fdrmiger VollguerscAnitt (Fig. 292). 



Man betrachte die Fignr ab 
sainmeiigeietzt am zwei Kechteckei 



(86) 



a ■ 6,5 ^ 13 Breite nnd 4 Höhe, 
Tennehit am ein Rechteck von 
8 Breite and 30 Höhe, 
nnd veimindert um zwei Rechteclie v 



.r 



3-3,5^5 Breite und 30— 3=:i7H8he. 

Man erhUt dann 

f= »3-4 +8- 30— S ■ 17 = 137,0 cm'. 

Ferner fUr dai statiiclie Moment, 
betogeo auf die Jf-Achse; 



3 



I, StBtili der Bankonilniktiinii 



Spannongen in genden Silben. 



to6 VicTtet Absclmi 

Dei^deben fUr J^: 

^x = ^['3 ■ 4^ + 8 . ao' — s . IT') — ij+aa.j cm*, 

wobei du J, fOr jedei der Tellieehteeke >iu dem 3, ftlr die Sebvenclue Gl. (79) 
lueh'dei Gleichnne 

fUr den TorliegeDden Fall u 

J, = 4 J, 
bereebnet worden iit. 

DeT AbttMid ya det Schweipnnktet von der XX bereebnel sich ni 



_ £r_ 981,5 em^ 



■= 7,73 ° 



Danach eihlUt nun fSi du auf die Schwerachie SS belogene Trlgkdlamomentr 
J, ■= Jr — l'-yl = Jx — S^y^ - '34aa.3 — 98i,S ■ 7.73 - S83S.3 «"♦. 
7. ZusamptengesettU genutete \-Quenchmtte (Fig. 393 and 294). 
Ic Fig. 193 sind mit einem sog. Stehblech von i cm Ställe oben 

und^unten je zwei Saum- oder Gurtvn^tX (D. N. P. Nr. 7,5) vernietet. 

NietlochduTchmesser 3 cm. Das Trägieitsmomtnt / för tue nuisiare 



)y^ 




1 


: 


.' 


: ■' 






i 



Fig- »93- 



Flg. »94. 



Qutnchdttifläthe^ d. h. nach Abzug des Nietloches, soll für eine belie- 
bige Höht k gefunden werden. Schwerpunkt, Fläche und Trägheits- 
moment der Winkel können aus dem deutschen Normalpro&lbudi ent- 
nommen werden. Es findet sich fllr 3 Winkeleisen 

Fläche /„ = 28,2 cm' 
Trägheitsmoment in = 143 cm*. 
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Dttrans 

-.[3,o.^ + 3,o-.,o(A_4,„)]. 

Kommt zu dem Qucischnitt, wie es in Flg. 394 gezeichnet ist, nach 
oben und onten je eine Gurtplatte von ao cm Breite imd i cm Stärke 
hinzo, so wird in der Regel deren Verbindimg mit den Winkeln derart 
ausgeführt, daß die Niete gegenüber den durch das Stehblech gehen- 
den Nieten versetzt sind, d. h. in einem andern als in dem in der 
Fig. 293 gezeichneten Querschnitt liegen. Es konunen demnach bei 
der Berechnung von J für den nutsbarett Quertchnitt in jedem Gurte 
nur zwei Nietlöcher in Abzug. 
Danach berechnet sich J mit 



/='.° .. + 



[- + "»-(7 -3.")"] 



-W]-4--^— e-.")"]- 



c. Bestimmung der Lage der Hauptachsen. 

8. Für ein Rechteck der Höhe h und der Breite b soll das Träg- 
heitsmoment Jn, bezogen auf eine unter 45° gegen die Hauptachsen 
geneigte Sckiaerackse berechnet werden. 

Gl. (63) unter 90 lautet: 

/. =/« cos'üt -t- fi sin'o, 

worin J^ und Ji die Hauptträgheitsmomente sind. Weil nun ftir das 
Rechteck die Hauptachsen mit den Symmetrie-Achsen zusanunenfällen 
(92), so erhält man 

/- =/' cos' 45° +/y sin' 45° 
oder 

/■ = Ä(^ + ^)-;^^<- + ^-)- 

9. Für das ungUichschenkUge Winkeleisen der Fig. 295 sollen die 
Hauptachsen gefunden werden. Das Winkeleisen ist deutsches Normal- 
profil' Nr. s/10 mit Schenkellängen von 10 cm und 5 cm, bei i cm 



' VergL iNTZB and Heinzmling, DeoUclies Normalprofilbnch. 4. Aofl. 
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Schenkelstärke mid mit Viertelkreis-Abnmdtmgen : auüen von 0,45 cm, 
innen von 0,90 cm Halbmesser. 



i-. 


--r, - 


r 






/- ^— 

0- ? 


^- - 




^fk 


^ 


V 





H«n findet laent: 

/•= 10 ■ I + I ■ 4 -t- 0,215 ■ 0.9' — a ■ o,»>S ■ 04s' = '4>ofi7 cm'. 

Fernei [mit Bezog auf die in den Außenkanten d« Wiokeleisens liegenden 
Achsen] {/ und f^: 

■^» = S '«' + I ■ «' + 0,9' (0,315 ■ ".9 - 0,167 . 0,9) 

— 04s» [o.ai5 [10 ~ 0,4s) + 0,167 • o^Sl 

— 045= (0,21s ■ 0,55 + o,'67 ■ o,4Sl = S'.T4 cm' 
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J, = ^ (I - io3 + 4 . i3) + 0,9« (0,315 • 1,9= — 0,333 ■ '.9 ■ 0.9 + 0,137 ■ 0,9°) 

— o>4S' M>S (»o — 04s)' + 0,333 (10 — 0,45) 0.4S + 0,137 ■ 045'} 

— 0,45« (o,aiS-o,SS* +0,333 -0,55 ■ o,4S + Oii37 -orfS') — 330,630m*. 
Fflr die Aclue YY findet num In gldeher Weise; 

■^B = ^ • S' + I ■ I' + 0.9' (0,315 ■ '.9 — 0,167 ■ 0,9) 

— o^S' [0,315 (S — 0,45) + 0,167 ■ 0,45] 

— O^S» (0,315 ■ o,5S + 0|'67 ■ 0,4S) = 16,96 cm3, 

•''^ = J (' ■ S' + 9 ■ 1') + 0.9' (o,3is ■ 1,9' — 0,333 ■ ii9 • 0,9 + 0,137 ■ 0,9') 

— OAS' [o,ai5 (S — 0,4s)' + 0,333 (5 — o,4S) o,4S + 0,137 ■ 04S'] 

— 0.+S' [o.a'S ■ 0,55' + o.333 ■ o.SS ■ Oi4S + 0,137 ■ 04s'] = 43,84 cm'- 

Nnmoelu dnd die Sekwerptaiitsaisiänäe von den Achien ü, V bestimmt dntcb: 

S, 
'.=-5 = 3,673 cm 



Die zn den Achien UV pirallelen Sebwerponktckcbsen siod mit XX und YY be- 
zeichnet. E» ergeben licb also: 

Jx — '^u — '"i'ä =* '40,58 om* 

J^ = Jp — Fyl = 33,43 cm*. 

Um jeCit dieZa;< dtrHatiflaekietthtrtiAitita ra können, fehlt noch ein diittesTrlg- 
lieitamomentJ, (Gl. 57— 58). Wir bedehen J*. ant eine Achte Z2, die nm den Win- 
kel ^ = 45° ZOT Schwerachse XX geneigt ist. 

Vorerst bestimmen wir dann S^ und J^ flti eme durch die Eclce W gehende 
zot ZZ parallele (f-Acbse, wobei die unter 98a fllr ein Trapez und eine VUrfd- 
jb-oiflEehe ermittelten Werte der GL (80) und [83] bennttt werden Icännen. Dan«ch 
erhllt man: 

5„ = +g-;-^^[(io-ano)» + (9-«no:)» + 9- 10. sin*«] — 0,315 ■ 0,45' -9™« 

— ßf^ [[5 -»i««)' + (4 ■ slno)' -I- 5 ■ 4 ^n=o] -t- 0,215 ■ o,4S' ' 4 ■ äino. 

Die in der Achse WW liegende AuBrundnng liefert hienm keinen Beitrag, weil 
deren FUche symmetrisch lu beiden Seiten der Aebse liegt. 

Ebenso erhalt mau [nnter Beiücksichtigung der Gl. (8l), (S2) uod (84)] 
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J» ~ ,j . ^^ [("> ■ Aaa + 9 ■ üilo){io= -«iii'o + g' . ün'o) 

+(S«iini+4.dno)(5»-tin'B+4»im«)] — o,4S»(o^ii90,4S» + o,aiS'9''0.5) 
— 04S' [0,0119 -o4S' + o,aiS -4' ■o,S) + «.»'io>oii9-o,9'). 

Setzt man üaa h 0,7071 and lin'K =< 0,5 dn, to beieehnen üch duau: 
S^ "■ 24.59 om^ 

Der bereelmete Wert von S^ kum daza dienen , die Riehtiglcdt der Abitlade Xg 
und j'o nftchznprafen. Ist lo der Sehwerponktiabsluid von der }Vtf, so Ut uzq- 
■elvriben 

'. = *-'-■ 

Den gMcben Wert erbUt tata tat 

»o = [*o->olÄi4S° 
»o = (3>674Ö — 1,104) 0,707» =- ',746 CID- 
Du noch fehlende Trlgheitsmoment J, ergibt rieh jetzt mit 

Am den drei Trigbritsmomenten J^, J mid J^ berechnet lich du Zentiifdgal- 
moment J^ nach der Gl. ({8} (anter 90) mit 

■'^-;(.', + -',l— '.• 
Du gibt: 

J^ =■ 31.63 cm«. 

Dtmlt i*t die gestellte Aa%<ibe geläst, denn jetzt iit die Lage der Hanptachaen 
durch die GL (59) gegeben. 
Et itt 

"^""o = J —J = + ».S3978- 

Dm ^bt 

aoj, = iS" aa' 

«o =- 14° II'. 

OArit Bträchiithtigtatg der StktHitlaintHdmtgiK vtlide man 
«0 = 13"*'' 
erb alten haben. 

Die graphische Lösung nach Mohr vergl. unter 90. 
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% 16. Die einfachen Belastnngsf&lle. 

9g. Allgemeine Erkltfningen. 

a. Belastungszastände. Unter 13 und 66 wurde bereits gezeigt, 
wie man bei beliebiger Belastting ^es KonstruktioDsstabcs die sämt- 
lichen anf einen Stabteil wirkenden äuDeren Kräfte im Schwerpunkte des 
betreffenden Stabquerschnittes zu einer einfachen gleichwertigen Kräfte- 
groppe zo&ammensetzL Im allgemeinen worden dabei die anBeren 
Kräfte anf eine Achsenkraft P, eine Querkraft Q und ein Moment K 
zniüdcgefUhrt Die Achsenkiaft P ist ^eich der algebndschen Summe 
aller in die ^Acfase [oder Stabacfase) fallenden Seitenkräfte Z des be- 
trachteten Stabteiles; die Qnerkraft Q ist die Mittelkraft aller auf den 
betntchteten Stabteil in einer Kraftebene senkrecht zur Stabachse wir- 
kenden äußeren Kräfte. Femer ist 



wenn Qx und Q^ die nach den Querschnittsachsen X und Y zerlegten 
Seitenkräfte von Q sind. 

K ist gleich der Summe der statischen Momente da äoOeren Kräfte 
in Beziehung auf den Schwerpunkt des Querschnittes, d. h. den Urspung 
des Achsenkreuzes XYZ. Zerlegt man die Achse von M nach den 
Richtui^^ X, y, Z, so erhält man drei Seitenachsen, von denen jede 
zu einer der Koordinatenebenen senkrecht steht. Die drei zugehörigen 
Seitenmomente sind also: 

Jfx^ ein Verdrehnngsmoment das in der ^K-Ebene wirkt, 
Afx. - Biegungs- - - - - XZ - 

M,, - - - . . . YZ - 

Die beiden Biegungsmomente können zu einem (^eichwertigen Mo- 
mente M zusammengesetzt werden , das in die Ebene der Querkraft Q 
im,. Es ist 



Aus diesem allgemeinen Belastungszustande ergeben sich vier Sonder- 
fälle, die wir nachstehend der Reihe nach untersuchen wollen: 

1 . K= o und Q^ o. Es wirkt allein die Achsenkraft P. 

2. A'= o imd P = o. Es wirkt allein die Qtierkraft Q. 

3. Q^o, P^ o xmA Mxy=: o. "Es vnikXa^ia das Biegungsmoment if. 

4. Q ^ o , P^ o u, Jlf= o. Es wirktallein das VerdrekwigsmomentMx^. 
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Diese Sonderf^e bezeichnet man in der Fesd^eitslehie als einfache 
Fälle der Fest^keitslehre und die dabei erzeugten Qaerschnittspannungen 
als reine Spannungen. Man unterscheidet danach auch die Fälle der 
reinen Zug- oder Drudespannung, der reinen Abscherung, der reinen 
Biegung und der reinen Torsion. 

Belastungen, die aus einer Verbindung von mehren einEscfaen Fällen 
bestehen, bezeichnet man als Fälle der xusammengesettten Festigkeit. 
Nach dem Er&hrungsgesetz von der gegenseitigen Unabhängigkeit 
verschiedener Kraftwirkungen darf man einen zusammei^esetzten Be- 
lastUDgB&ll in einfache Fälle zerl^en und ftir jeden von diesen die be- 
rechneten gleichartigen Spannungen eines Punktes addiren (3eJ. Bei 
der Lösung der hierbei vorkommenden Aufgaben werden wir, von den 
einfachen BelastungsfäUen anbugend, bis zu den verwickelten Fällen 
voischreiten. Zunächst aber wird es lehireich sein, ein wenig den all- 
gemeinsten Fall ins Auge zu fassen, um zu sehen, inwieweit er ans bei 
der Behandlung der Sonderfälle eine Richtschnur geben kann. 

b. Spannung szustände. Eine grundlegende Au^be der Festigkeits- 
lehre hat zum Ziele, den sog. Sfiatmutigsustanä, in welchem ein belas- 
teter Köiper sich in irgend einem seiner Punkte befindet, «ndeulig mi 
beschreiben. Das geschieht im allgemeinen derart, daß man durch den 
betrachteten Punkt eine beliebige ebene Schnittfläche gelegt denkt (2b) 
ßir deren Lage die Spaimung des Punktes durch Berechnung ihrer nach 
drei festen Richtungen verlaufenden Seitenspannungen zn bestimmen isL 
Dabei denkt man sich den Punkt als Eckpunkt eines onendlich kleinen 
Tetraeders oder Würfels, dessen Eigengewicht als von verschwindend 
kleinem Einflüsse vernachlässigt werdeai kann. Wählt man z. B. ein 
Tetraeder (Fig. 396] und legt dabei zweckmäßig drei seiner Schnittflächen 
in die rechtwinkligen Koordinatenebenen X K, XZ, YZ, so braucht man 
nur die Spannungen flir diese drei Ebenen zu berechnen, um dadurch 
idie gesuchte Spannung der vierten beliebig gel^;ten Fläche abc ein- 
deutig darzustellen. Graphisch könnte das durch Zeichnen eines wind- 
schiefen Kraftecks geschehen (54 a). 

Die Berechnung würde mit Hilfe der sechs allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingni^en (SO, GL 35 und lö] durchgeführt und dabei würden auch ge- 
wisse Bedingui^en abgeleitet werden können, die von den in den Koordi- 
nate) ebenen wirkenden Spannungen im Falle des Gleichgewichts am 
Tetraeder erflült werden müßten. 

Der Spamtungstustaful irgend eines Funifes isl danach eindeutig be- 
sehriebeny wenn jür drei durch den Ankt gelegte beliebige unendlich kleine 
Schnittflächen die Spanmtngen vorbestimmt worden sind. Wegen Atx 
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ooendlichen EJemheit des Tetraeders ist es zulässig, die Lage der Fläche 
abc so aufim&ssea, als ob sie durch den betrachteteu Punkt m verliefe 
(Fig. 296)- 

Wenn eine der ICoordinatenflächen des unendlich kleinen Tetraeders 
mit der Köiperoberfläche zusammenfallt, so können darin keine Span- 
nungen auftreten, es sd denn, dafi eine äoOere Kraft gerade auf den 
betrachteten Teil der Oberfläche wirkte. Im letzteren Falle maß diese 
äuDere Kraft mit den Spannungen der übrigen drei Tetraederäächen im 
Gleichgewicht sein. 

Jede. der Spanntu^en in einer der drd Koordinatenebenen ist durch 
ihre drei Seitenspannungen, genommen nach den Richtnagen der X, Y, 
Z, eindeutig beschrieben. Bei ge- 
wissen Belastungen ergeben sich 
diese drei Seitenspannungen je 
für sich zu Null. In solchen 
Fällen spricht man von einem 
ebenen Spatmungszustand und die- 
sem entspricht auch ein ebener 
Beiaslungseuitand eines ebenen 
Systemes {\\). Verschwinden auch 
noch in einer anderen Koordi- 
natenebene diese Spannnngen, so 



Fig. 396. 




gelai^ man zum sog. 
Spaimungszustand, dem also ein 
BelastusgSEUstand entspricht, wo- 
bei entweder nur eine Achsen- 
kraft oder nur eine Querkiaft 
oder nur ein Moment als äuQere Kraft zur Wirkui^ kommt. 

Den EinÖuO einer Acbsenkraft, einer Querkraft oder eines Momentes 
beim linearen Spannungszustand zu untersuchen, soll unsere nächste 
Atifgabe sein. 

100. BinfluH einer Achsenkraft. 

Der Fall, daß durch den Einfluß einer Acbsenkraft unter besonderen 
Umständen auch eine Biegung des Stabes entstehen kann, soll vorläufig 
ausgeschlossen werden. 

a. Voraussetzung ebener Querschnitte. Die Belastung eines 
Stabes durch eine Acbsenkraft ist diejenige, die bisher, bei der Berechnung 
von Stabwerken, allein betrachtet worden ist (15). Die Richtung der 
Acbsenkraft verläuft durch die Schwerpunkte aller Stabquerschnitte (1). 

Die Acbsenkraft /*, unter deren Wirkung der Stab ab im Gleich- 
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gewicht steht, erzengt in allen Stabquerschnitten // eine Normal- 
Spannung a, deren Größe unter der Voiaussetznng ihrer gleichmäßigen 
Verteilung Über einen Querschnitt (nach der Gleichttng (i), S. 3) mit 



angeschrieben ist, wenn F den Flächeninhalt des Querschnittes bedeu- 
tet (Hg. 297). 




In praktischen Fällen wird eine gleichmäßige Verteilung von a nie 
vollkommen erreicht werden könnm, selbst nicht bei wissenschaftlichen 
Versuchen in Festigkeitsmaschinen, obwohl diese be- 
\J' sondere Einspannvonichtungen besitzen, deren wesent- 

^■'W&/M lieber Zweck es ist, die bei der Stabbelastung ent- 

stehenden Änderungen der Stablänge fllr alle Funkte 
eines Querschnittes gleich groß zu erhalten. Am 
vollkommensten läßt sich dieser Zweck bei ptisma- 
tUchm Stäben erreichen, weil die Übertragung der 
Last P auf die Stabenden a und i in d« Art ans- 
itlhrbar gedacht werden kann, daß alle zur Stabachse 
parallelen Fasern gnwungen werden, ^iche Längen- 
änderungen anzunehmen. Wenn z. B. die goiau wage- 
recfat abgeglichenen Endflächen eines lotrecht stehen- 
den zylindrischen Säulenschaftes sich gegen ebenso 
al^c^chene, möghcht starre Übertragungsstücke t 
stutzen (Fig. 398), dann darf das Eintreten einer 
gleichen ZusammendrückUng aller Fasern unter der 
Wiitüng einer Achsenkraft P erwartet werden. Wie 
m diesem Falle, so wird es auch in andern Fällen 
wesentlich darauf ankommen, die Belastung P durch geeignete kon- 
stroktive Mittel schon auf die Endflächen a und b gleichmäßig zu 



Flg. 398. 
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übertragen. Ist dum der Stab zwischen den Endflächen prismatisch, so 
bleibt ein vor der eintretenden FonniLndeTUDg ebener Querschnitt aucÄ 
n<ufi erfolgter Formänderung noch eben. Die Gleichung 



hat also das EbenbUiben tältr Querschnittt znr Voniussetzvuig. Bei nicht 
prismatischen Stäben ist ein Ebenbleiben ausgeschlossen, denn die Fasern 
solcher Stäbe sind von ungleicher Länge. Daraus folgen nach dem 



adF 



auch un^eiche Längenänderungen der Fasern, d. h. unebene Querschnitte. 
Diese verursachen wiederum ungleiche Spannnngsverteilung, wenn das 
DehnungsmaO E als unveränderlich anzusehen ist 

Der letzterwähnte Umstand ist auch bei prismatischen Stäben wohl 
zu beachten, insofern als bei diesen die gleichmäßige Spannungsver- 
tdlung nur solange voQ vorausgesetzt 
werden darf, als nicht die Quer- 
äeknungen ^a) eine merkliche Größe 
erreicht haben. 

b. Die Spannungen in Schräg- 
schnitten. Zwei bena<:hbarte zur 
Stabachse parallele Längiscftnitte tren- 
nen aus dem Stabe eine Scheibe ab. 
Durch die Scheibe ist ein Querschnitt 
und ein Schrägschnitt gelegt, der 
letztere senkrecht zu den Längs- 
schnitten (Fig. 299). Jeder Faser- 
querschnitt liF da Scheibe empfängt 
unter dem Einflüsse einer Achsenkntft 
eine Normalspannung a. Querschnitt 
und Schrägschnitt schließen einen 
Winkel a miteinander ein. Die Fläche 

des Schrägschnittes beträgt also , 

wenn die Querschnittsfläche gleich 
der Einheit gesetzt wird. In ihrem 
Schwerpunkte wirkt eine Spannung, 
die in eine Normalspannung (f und ein« 




Schubspannung r* zerlegt werden 
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kann. Für den Gleichgewichtszustand der abgetrennten Faser hat mau 
demnach anzuschreiben: 



■ sin a — a ■ dP = o. 
i;uä u uüs u 

Oder: 

a" täaa = t' cosa 

if cos a + i' sina = a cos a. 
Berechnet man daraus die Unbekannten if und t', so erhält man 
ff* ^ ■ cos' a 
r* = |o • sin 2 a. 
Die Grenzwerte von o* und t' finden danach statt: 

für ff', wenn cos'a 3=11, d. h. itlr a = o und 180°; 
flit r', wenn sin2a = i, d. h. flir c == 45° und 135°- 
Man erhält dann für die Grenzwerte: 

max 1/ ^ a 



:.t'-- 



(87) 



In Worten ausgedrückt: 

Die Normali^anmmg a des Qverschnittes erteugi in Schrägschmiteit, 
die um 45° zum QuerscAmti geneigt sind, eine Scftubspamtvng gleich der 
Hälfte von a. 

c. Bäspiel. Ein SteinwUrfel von i o cm Kantenlänge erfahrt einen 
Achsendruck P. Wie groß darf P höchstens steigen, wenn der Stein, 
bei dner Druc^esti^eit Z von 500 atm und einer Schubfestigkeit ^ 
von 50 atm mit lo-facher Sicherheit widerstehen soll? 

Well die Schtibfeitiglcrit dn Stdnes sehr gering gegenüber stiner Dmclcfestig- 
keit Ut, so sind meist die Schnbipannangen in berechnen. Sie werden em grüBten 
in einer der Diagonilebenen des Würfels, dessen FUcheninbalt F sich *ns 



F = ^lo' + 10' . 10 ■= rund 140 qcm 

berechnet. Bei Einhaltnng der geforderten lo-fsehen Sieheiheit darf t nicht Aber 

S 

— ^5 atm. steigen. Die Gesamtsehablo^ in einer Diagonalebene darf also nicht 

mehr betragen als 5 ■ 140 = 700 kg Da mai i = — ist, so darf gieichblli die 
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DmckspkDiittng tt nicbt über 3t ^ 
Llngsdrnclc P berechnet sieb somit 



o atm. stagen. Die uiUsäee Gro 



o-ioookg. 



Alt 




_/ 




: ; 






1 .-• r 


: A 


P 




/ 



loi. EinBuO einer Querkraft bei reiner Abscherung. 

a. In QueTschnitteD. Wenn man, wie (unter 3) bereits vemn- 
schanlicbt wurde, in einer von zwei Nachbarqnerschnitten begrenzten 
Scheibe einem Würfel von 
den unendlich kleinen 
Kantenlängen dx, äy, dz 
beobachtet {Fig. 300), so 
verschieben sich unter der 
bloOen Wirlnmg einer 
Querkraft Q die in der 
Querschnittsfläche li^en- 
den Wtirfelflächen äx ■ dy 
gegeneinander, ohne ihren 
Abstand ds zu ändern. 
Dabei ändert sich aber die 

Größe der rechten Winkel ^^' ^°°- 

der Wüifelflächen dy ■ dz 

und es entstehen Schuitpannungm, deren Richtung in die Querschnittsfiäcfae 
fällt. Unter der Voraussetzung, daß die entstehenden Fonnänderungen 
— die Schiebungen oder GUihmgen — in jedem Teilchen dxdy der 
QuerschnittsSäche F gleich groß ausfallen, ist die Schubspannung t, auf 
Gnmd des Elastizitätsgesetzes, mit 



anzuschreiben. Meistens bezeichnet man t dann als reine Schubspan- 
nung. Die Erzeugung einer reinen Schubspannung ist aber selbst bei 
wissenschaftlichen Versuchen mit Schwierigkeiten verknüpft, weil dabei 
Biegni^beanspruchungen nicht ganz zu vermeiden sind. In Baukon- 
stniktionen kommt daher der Fall der reinen Scbubspannung nur in der 
Voraussetzung zur Berechnung, daß die gleichzeitig auftretendes Biegungs- 
Spannungen ihrer Kleinheit wegen vernachlässigt werden können. 

b. In Schrägschnitten. Man denke sich von dem differentialen 
Würfel ein Prisma abgetrennt, sodaß die Qnerkraft Q in der Quer- 
schnittsSäche, senkrecht zu deren Kanten dy wirkt Das Prisma ist in 
der Flg. 301 durch eine seiner beiden </:xi/( -Flächen dargestellt, bc 
stellt einen Schrägsclmitt vor, der senkrecht zu rfjrrfj-Ebene des Würfds 
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Steht nDd mit dem Qaerschnitte den Winkd a einBchlieOt Die Fläche 

ac ■ dy werde mit dF bezeichnet. Der Schrägschnitt, dessen Fläche 

dp 

gleich ist, werde 

cos a 

unter dem HnfliisBe von Q 
von einer Spannung ergrifien, 
deren Seitenkräfte eine Nor- 
malspanniu^ 'f und eine 
Scbubspannung t" seien. Die 
Fläche ah ■ dy ist gleich 
dF • tanga. 

In der Fläche dF wirkt 
die Schubspannung %. Es ist 
danach leicht einzusehen, wie 
auch in der Fläche dF- tang a 
eine Scbubspannung wirken 
muß, die gleich x ist, weil an- 
ders ein Gleichgewicht des 
Prismas nidit mt^ch ist Denn die Summe der statischen Momente der 

in den drei Flächen dF, dF . tanga und wirkenden Spannungen 

cos« 
kann in Bezug auf die Momentenachse, durch welche die Mittelkraft 
aller Spannungen 9 verläuft, nicht anders zu Null werden. Es ist aber, 
mit Bezug auf die Fig. 301, 

(i) — T ■ dF ■ A -\- z • dF ■ tanga ■ a/ = o, 




tanga = — 
ist Daraus folgt der Satz: 

Die Schuiipannung z im Punkte dF eines Slabquersehniiies erzeugt . 
in dem anstoßenden Fläckenteilcken eines Längsschnittes eine ihr an Größe 
gleiche Spannung. 

Außer der Momenten-Gleichung sind noch die beiden folgenden 
Gleichgewichts-Bedingungen anzuschreiben, wobei die Scbubspannungen r 
nach den Richtungen senkrecht und parallel zum Schrägschnitte zerlegt 
worden sind: 



&. 



dF\ 



• dF • sino - 



\cc 



I — T • dF • cos a 



■ {dF- tanga)- cosa = o 
• [dß ■ ungo) - sina = o 
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Daa gibt 



= T (cos" ( 



cosaj = X • 
- sin' a) = T 



(2) & 

(3) ^ 

(4) p =V&'+z" = ±z. 

Die Grenzwerte von & and %' treten also ein: 

fUr &, wenn sinaa ^ i, d. h. fllr a ^ 45° und 135°; 
iiir %', wenn cos 20: ^ i, d. h. flir o = o und 180°. 

Die Grenzwerte sind danach: 

max ff* ^ + T 

' _w (88) 

In Worten: Die ScAubspannung t im Punkte dP eines Stab^uer- 
seAniües erzeugt in dem anstoßenden FlächenteiUhen eines unter 45° zum 
Querschnitte geneigte» Schrägschnittes eine ihr an Größe gleiche Normal- 



Dieser Satz kann benutzt werden, um die Gleitung oder Schiebung 
des Querschnittes zu berechnen. 

c Das Gleitungs- oder ScbiebungsmaO. Nach dem Elastizi- 
tätsgesetz ist die Schie- 
bui^ y mit 

/=-^ (89) 

anzuschreiben, worin G 
das Schiebungsmaß be- 
deutet, das — wie jetzt 
nachge wi esen werden soll 
— aus dem DeAnungs- 
maß berechnet weiden 
kann (5 c). 

Man betrachte einen 
unendUch kleinen Würfel, 
der an irgend einer 

Stelle zwischen zwei Nachbarquerschnitten hegt, deren Entfernung von- 
einander gleich dei Längeneinheit gesetzt werde (Fig. 303). Die Schub- 
spannung in den Würfelfläches abcd, die im Querschnitt liegen, sei t. 
Dann werden sich, wie oben bereits erläutert, die rechten Winkel dieser 
Würfelflächen ändern, und infolgedessen ändern sich auch die Längen 
der Diagonalen ac und bd. 




Fig. 302. 
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Bezeichnet man die ursprüngliche Länge der Diagonale mit s, 
deren Vergrößerung mit Js, und deren Verkleinerung mit Jsii, so er- 
hält man aus einfachen geometrischen Betrachtungen 



Ju 




>■ + (: 


'+?)•■ 


~r^ 


Jl. 


■ + (1 


-y)-- 


-vi). 


Wenn mim 


y' als unendlich kleine Größe zweiter Ordnung ver- 


nacblässifft, so 


gibt das zunächst 

Ju^ + iVl VT 




-YTi 






+ y^ 






j,j=-{}riYT 


— r- 


-f«), 




woraus die Dehnnngen mit 









■ + (V.+/-. 



folgen. Weil li -1 1 und li ^| , unter Vemachlässigiing von 

— , der unendlich kleinen Größe zweiter Ordnung, (i + >*) tuid 
(i — y) geben, so folgt endlich: 

^ = + fr 

Diese beiden Dehnnngen entstehen infolge der Norr/ialspatmimgeH, 
die (nach dem Satze unter b) in den imter 45° zu den Querschnitten 
geneigten Diagonalebencn auftreten müssen. Die Größe dieser Normal- 
spannungen ist in der verlängerten Diagonale -|- t und in der verkürzten 
— T. Deshalb setzt sich jede der beiden DehHungen aus twei Stüchem 
zusammen: davon ist ein StUck eine Zön^^dehnung, die durch eine m 
die Diagonale fallende Achsenspannung + 1 oder — r verursacht wird 
imd das andere StUck eine ^^rdchnung die infolge von senkreekt 
zur Diagonalrichtung wirkenden Normalspannnngen — t oder -|- * 
entsteht. 

Danach sind die Dehnui^n mit 
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— = + :e+^t = + -'' 

and 

■^Sd T IT , 

anzuschreiben. 
Daraus folgt: 



und in Verbindui^ mit (89J 



(»») 



worin m die PoissoN'sche Zahl und E das Detmnngsmail bedeuten (6 b). 
loa. Schubspannungen bei einer Verdrehung (Fig. 303). 

Eine reine Verdrehung tritt (nach 3d und 99a) ein, wenn sowohl 
Biegemomest, als auch Achsenkraft und Querkraft verschwinden, wenn 
also nur ein Verdrehungsmoment verbleibt, das in der A'y- Ebene oder 
parallel dazu thädg ist 

Erfahrungsmäßig darf man in diesem Belastungsfalle ebenbleibende 
Querschnitte voraussetzen, wemt der Umriß der Querschnittt ein Kreis 
ist Die Berechnung andersgestalteter Querschnitte ruht heute noch auf 
etwas unsicheren Gnmdlagen, weil Versuchsergcbnisse, auf die man sich 
dabei fest stützen könnte, für KonsirukHemstoffe in ausreichendem Maße 
noch nicht vorliegen. 

In Baukonstmktionen spielen die durch Verdrehungen eintretenden 
Schubspannungen überdies nur eine Nebenrolle. In der Regel liegen 
die Stablasten in einer Kraftebene und wenn in Ausnahmefkllen Vet- 
drehnngsmomente in Rechnung gezogen werden müssen, so haben die 
dabei zu ermittelnden Schubspannnngen meist nur die Bedentui^ von 
Nebemfannungm (16c). Aus obigen Gründen beschränkt Vo&sser sich 
im vorliegenden Bande hauptsächlich auf die Behandlung des einfach- 
sten Belastungsfalles unter der Annahme ebener JTrfüquerschnitte. 

a. Der Kreisqnerschnitt Bei einer Verdrehung geht jede Längs- 
faser des Stabes in ein Stück einer Schraubenlinie über. Betrachtet 
man dabei zwei (um dt von einander entGonte) Nacbbarquerschnitte, 
so berechnet »ch deren gegenseitige Verdrehung wie folgt (Fig. 303). 

Zwei Halbmesser sm, die in zwei um die Länge / voneinander 
entfernten Querschnitten urspriln^ch parallel lagen, schließen nach 
erfolgter Verdrehung den Winkel d^i mit einander ein. Danach betr^ 

Uehcteni, Stuili der BulkanimikliDii«). I. 31 
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für &t Einheit der Länge / der Verdrehungawinkel -j-, also für die 
Länge ds 




Irgend ein Punkt äF des Querschnittes im Abstände y von der 
Stabachae verdreht sich gegen den gleichen Funkt seines Nachbarqaer 
Schnittes um 

ydg,— . 

Die Verschiebungsrichtung steht dabei senkrecht zum Halbmesser und 
die Änderung des uisprUn^ch rechten Winkels der Wüifelflächen dji ■ dz 
(3d) beträgt dabei ydx, wenn y die Gleitung oder Schiebung ist (5 c). 
Daraus folgt: 

fd%=yd(p — 
oder 



Nach dem Elastizität^esets ist 
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T 

worin G das Gleitungs- oder SchiebungsmaO bedeutet. Das f^bt den 
Aosdrock für die Schubspannung: 

_ Gyäq> 

Die Schnbspamiungen werden danach am größten im Um&nge des 
Querschnittes und von dort bis zum Schwerpunkt werden sie propor- 
tional ihrem Abstände y kleiner. Wenn der Grenzwert der Schub- 
spannnngen mit r, und der Kreishalbmesser mit r bezeichnet wird, folgt 

'-■•'[t]- m 

Im Gleichgewichtsfalle mnO das Verdrehungsmoment 
j %äF ■ y 
sein. Mit Berücksichtigung der Gl. {92) gibt das: 

wenn Jf das polare Trägheitsmoment vorstellt. Es berechnet sich: 

und daraus 

Der Veidrehtmgswinkel d(p findet sich danach aus 



-fr 



'=# 



(93) 



afp = —Tq- {94) 

G ist (nach Gl. 91] aus dem £}etmungsmaD E zu berechnen. 

Für hohle IVellen, mit äuDerem Halbmesser r» und innerem Halb- 
messer r,., erhält man in gleicher Weise 
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d<p = 



Tt{r' — r*)G 



b. Ovale ntxA rechteckige Querschnitte^. Wollte man hier 
die Voraussetzung ebenbleibender Querachnitte aufrecht erhalten, so 
käme man zu Widerspiüchen , denn es müßte dann t in allen Qnei^ 
Schnittspunkten senkrecht zum zugehörigen, von der Stabachse au^hen- 
den Fahrstrahle stehen. In den Randpunkten Ist dies aber nnmöglicb, 
w^ hier (nach 115) die Richtung der Schnbspannung t = VtI + 1^ 
den QnerschnittsumriO berühren muß, 

Bei den von Bach angestellten Versuchen mit Wellen von ellipti- 
schem und rechteckigem Querschnitt zeigten sich die orsprüng^ch 
ebenen Querschnitte nach erfolgter Verdrehung etwas gewölbt. Außer- 
dem ergaben iuh die Gleitungen am größten in den der Stabackse zu- 
näehst liegenden Randpunkten. Danach darf man diese Funkte als die 
gefährlichsten ansehen. 

Unter gewissen Annahmen ergeben sich danach die Schubspannungen 
für einen vollen Ellipsenqueischnitt (nach Bach) 

in den Randpunkten der kleinen Halbachse der Länge a: 

max X = 5v I 

in den Randpunkten der großen Halbachse der Länge b: 

103. Reine Biegung im allgemeinen. 

Dieser Fall tritt (nach 99 a) ein, wenn sowohl Achsenkraft und Qner- 
kraft, als auch das Verdiehnngsmoment fUr irgend einen Querschnitt 
verschwinden. Das Verschwinden der Querkraft soll zunächst besonders ' 
betrachtet werden. 

a. Einfluß der Querkraft. Die Qnerkraft wurde erklärt als 
Mittelkraft aller auf einen betrachteten Stabteil in einer Kraftebene 
senkrecht zur Stabackse wirkenden äußern Kräfte. Ist nun Aa Ab- 
stand der Querkraft Q von dem betrachteten Querschnitte gleich z, so 

■ Vergl. B*CH, EUaüiitll and FestigkelL 4. Anfl, 1903, worin »ehr lehrreiche 
Verbuch sergeboine msunmengefufit und. 
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ist allgemein im Falle einer Biegong das Moment 

M= Qz. 

Die Größe von s findet sich graphisch ans der Momentenfläche, denn 
der Angriffspunkt von Q liegt im Durchschnitt der an den Querschnitt 
stoßenden Seileckseiten [55] , von denen eine die SchluDlinie a b ist 
s wird also unendlich groß flir einen Querschnitt , an welchen Seileck- 
seiten stoßen, die parallel sind. Das ist z. B. der Fall in der Fig. 304 




fUi alle Querschnitte zwischen den Seileckknoten m und n, oder für 
den einzigen Querschnitt im Punkte m der Fig. 30g, in welcher die Mo- 
mentenfläche von einer Seillinie begrenzt wird. In beiden Fällen tritt 
in den betrefienden Querschnitten der Grenzwert des Momentes ein. 




Flg. 305- 

Der analytische Nachweis dafür, daß die Querkrafl in solchen Quer- 
schnitten verschwindet, in denen das Moment seinen Grenzwert erreicht, 
ist wie fo^ zu fuhren. 
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Für zwei Nadibarquenchnitte , die um dt Tooeinander entferat 
sind (Fig. 306), wächst im aUgemeinen das Biegungsmoment om Qdz, 



üLli 



voratugesetzt daß innerhalb der unendlich kleinen Strecke d* keine 
äußere Kraft angreift. Daraus folgt 

rfj/ = Qds 
oder 

e = ^- (9s) 

Für ö = erreicht also M seine Grenswerte. Das Moment M der 
reinen Biegung ist im vorliegenden Falle demnach als das Produkt aus 
einer verschwwdend kleinen Querkraft Q und einem unendlich großen 
Hebelarme z anzusehen (47 a). 

Das Eräftepaai des Momentes hf kann aber in seiner Ebene , ohne 
Änderung seines Einflusses, beliebig verschoben und verdreht weiden. 
Daraus folgt, daß auch eine verschwindend kleine Längskraft, wenn diese 
in unendlicher Feme wirkt, eine reine Biegung erzeugt 

b. Elastische Linie, Nulllinie und Spannunggebene. Es 
li^ kein Grund vor, in dem zu betrachtenden Querschnitte, fUr 
welchen die Qnerkraft verschwindet, das Auftreten von Schubspannungen 
zu erwarten. Um so mehr erscheint es gerechtfertigt, ein Ebenhteihen des 
Querschnittes während seiner Biegung vorauszusetzen. 

Eine solche Voraussetzung stimmt fUr praktische Fälle genau genug 
mit der Erfahrung überein. Auch dürfen die in § 14 behandelten 
Flächenmomente anders als ttlr ebene Querschnitte gamicbt in Rech- 
nung gestdlt werden. Das sind die Gründe, warum Verfasser von vorn- 
herein die Querschnitte als eben bleibend betrachten will. 
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Wenn man die Angiiffsponkte jeder äußern Kraft in deren Richtung 
bis in die Stabachse verschoben denb, wodurch im ursprünghchen Gleich- 
gewicht nichts geändert wird, so liegen nach erfolgter Formänderung 
alle Angriffspunkte in einer krummen Linie, die elastische Linie genannt 
wird. Sie liegt in der Kraftebene und die zu betrachtenden eben blei- 
benden Querschnitte stehen zu ihr und der Kraftebene senkrecht, weil 
Winkeländerangen wegen Fortfalls der Schubspannnngen nitiht eintreten. 

Man betrachte nun während der Formänderung die gegensei^e Be- 
wegung von zwei, ursprünglich um die Strecke dz voneinander ent- 
fernten Nachbarquerschnitten. Fig. 307 stellt irgend einen Längsschnitt 
parallel zur Kraftebene dar, aus welchem zu erkennen ist, wie alle 
Stabfosem des Schnittes infolge ihrer 
Krümmung eine Längenänderung erfahren, m. 

mit Ausnahme der einzigen Faser nn', )■ 

die ihre ursprüngliche Länge äs beibehält. ^r '^ 

Auf derjenigen Seite der »»', die dem 
Krümmungsmittelpunkt m zugekehrt ist, 
sind alle Fasern kürzer geworden, erieiden 
also Z^ruf Spannungen, während die Fasern 
auf der gegenüberliegenden Seite sich alle 
verlängert und deshalb Zti^^annungen 
aufgenommen haben. 

Verbindet man die in allen Längs- 
schnitten vorkommende spannungslose 
Faser im Querschnitte durch eine Linie, 
so eiiiält man die sog. NvüUnie, die — 
wie weiterhin zu beweisen sein wird — 
eine Gerade ist untl bei reiner Biegung 
durch den Schwerpunkt des Querschnittes 
verläuft. Durch die Nolllinie wird ein 
Querschnitt in zwei Zonen geteilt, von 
denen eine die Druckzone, die andere die 
Zugsone ist. 

Wenn p = «« = mn' der Krüm- 
mungshalbmesser der spannungslosen Faser 
und d<f) der Winkel ist, um welchen die 
Querschnitte gegeneinander verdreht wor^ ^^ 3o7- 

den sind, so erhält man fUr die Längen- - 

änderung ^äds einer beliebigen Faser in der Entfemmig v von der Noll- 
linie die Gleichung; 
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Solange also das HooKB'sche Gesetz 
J4s 



gilt, ist cUnach die Normaispatmung a dem Abslande v von der Null- 
linU proportional: 



denn sowohl das DehnungsmaO M als auch ^ gelten hier als unveräD- 
derliche GröOeo. 

Aus obigem folgt der Satz: 

Denkt num sich die Normaiipannungen des Quersehmttes in ihren 
Angri^spunkten in beliebiger, aier gleicher Jiiehtung aufgetragen, so Hegen 
du Endpunkte der aufgetragenen Strecken in einer Ebene^ der Spannungs- 
ebene, die den Querschnitt in einer Geraden sehneidet. Diese Gerade ist 
die Nuillinie. 

104. Die NonnalBpanQungeii bei reiner Biegung. 

a. Allgemeine Gleichung. Durch den Sdiweipunkt eines Quer- 
schnittes von beliebigem Umrisse werde ein Achsenkreuz so gelegt, da0 




Kg. 308, 

^e K-Achse in die beliebig belegene Kraftebene und die Z-Achse nut 
der Stabachse zusammenfällt (Fig. 308). Die Gleichung einer Spannungs- 
«bene lautet dann allgemein: 

(i) a = A-\-B.+ C,, 

worin A, B, C Unveränderliche sind, die aus den Gleichgcwichts- 
Bedingungen 
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.=fcäF 

(i) Af=fa-df-y 

o = fa ■ äF- X 

zu enoittelD sein werden. Die erste dieser Gleiditmgea bringt zum 
Ausdruck, daß die Achseokraft verschwindet, während die letzte Glei- 
chung ein Bicgemoment in der ^^-Ebene ausscblieOt. 
(i) und (3) mit einander verbunden, geben 

o = A fdF + B fx- dF+ C fy ■ dF, 

(3) M=AfydF-{-BfxydF+ cjy* -dF, 

o^aPx- dF+B fx'- dF+ Cfxy ■ dF. 

Die statischen Momente / x • dF und jy ■ dF der Qnerschnittsfläche 

/"werden für die Sckwerax^va XY za NulL Danach ergibt sich auch 

A = o. 

Die Ausdrücke j x'dF und ly'dF bedeuten Trägheitsmomente der 
Fläche F. Wir setzen dafür die bekannten Bezeichnungen 

d. h. das auf die A'-Achse bezogene Trägheitsmoment und 

d. h. das auf die y-Achse bezogene Trägheitsmoment Beide Momente 
erscheinen, des Quadrates der Ordinaten x, y wegen, stets positiv. 

Der Ansdmck / xy ■ dF ist bekannt unter den Namen Zentrifugal- 
moment. Wir setzen 

Jx, kann, je nach der Lage der Achsen XY, entweder positiv oder 
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Unter Beachtong dei eingefUhrten BezeidmungcD uod der Bedingnog 
A^ o , bleiben schlieülich zur Bestimmung der UaveräiiderlJchKi B 
und C die beiden Gleichungen: 

B-/xy+C- J^=^M, 



Daraus folgen: 



MJ., 



n-J, 



js,-J.J,' ' J.J,-/:, 

Durch Einsetzen in (i) tAüäi man dann: 



" = ^^ 



-/i) 



l9«) 



Der Ausdruck vereinfacht sich, wenn man ihn anstatt auf beliebig 
gelegte Achsen XY auf Hauptachsen (92) bezieht. Dann verschwindet 
das Zentrifugalmoment und es folgt: 

a = ~ ^-. {97) 

J* 
Diese Gleichung gilt auch, wenn eine der Achsen XY eine Symnutrit- 
achie des Querschnittes ist (]F1g. 309), weil für diese J^ eben&lls vei^ 
schwindet (90). Sie gilt — wie 
leicht einzusehen ist — auch noch 
für schiefwinklige Achsen und Koordi- 
naten xy' , die einander zugeordnet sind, 
^I flir welche also (nach Gl. 67) /ir — 
das auf schiefwinklige Koordinaten be- 
zogene Zentrifogalmoment — ver- 
schwindet, wenn der Winkel ß, den 
die Achsen miteinander einschließen, 
der Bedingung 



♦ r 

*"] 1 

y 



Fig. 309. 



COtg/» = 



J, 



entspricht 
Für zugeordnete Achsen X' Y' (Fig. 310) ist also anzuschreiben: 

""TT- 

b. Die Lage der Nulllinie. Sie folgt allgemein aus der Gl. (96} 
r <r ^ o. Die darin enthaltenen Momente und Flächenmomente 



(98) 



§1). Dil 
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bedeateo für einen besdmmteD Querschnitt Unverändeilicbe. Danach er- 
giebt sich 

oder 

i = i, 

g^ch einer Unveränderiichen. Das h«Dt mit andern Worteo : Die Null- 
ümt muß dureh den Schwerpunkt des Querschnittes verlaufen. 
Der Winkel a, den die 



tango=«-- = 



(99) 



Nnlllime mit der A'-Achse 
einschlieOt, ist 

.■& 
j,' 

wobei das Vorzeichen von 
/^ zQ beachten ist. 

Wenn eine der Haupt- 
achsen mit der Spar der 
Kraftebene — der Kraftlinie 
— zosammenfkllt; de^leichen 
wenn eine der Achsen eine 
Symmetrieachse dea Quer- 
schnittes ist, oder auch wenn 
a auf %ugeordnete (schief- 
winklige) Achsen bezogen 
wird, d. h. wenn /^y ver- 
schwindet, ergibt sich 

tangc = o , 
d. h. die Nulllinie fällt mit der quer sur KraftUnie gerichteten Sckwer- 
achse tuiammen. 

c Randspannungen und Widerstandsmoment- Falls die 
Kraftlinie des Querschnittes mit nner Hauptachse, einer Symmetrieachse 
oder einer der zugeordneten Achsen zusammenfällt, gilt die Gl. (97} 




woraus hervoi^ht, daO die Grenswerte A.<ex Normalspannungen stets in 
J?(m^unkten des Querschnittes auftreten. Sie sollen deshalb künftig 
die Sandspannungen genannt werden. Um die Randpunkte zu finden 
toaucht man nur in der Zugtane und der Dnickzene je eine Tangente 
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an den QnerschnittsuinriQ za legen, die dei quer zur Krafdinie gerich- 
teten Achse X (Fig. 309) oder X' (Fig. 310), d. h. der Nulüinie parallel 
ist. Die Berührungspunkte a und i sind die gesuchten Randpunkte. Sind 
deren Ordlnaten yt und y,-, so erhält man die größten Randspannungen: 






(100) 



Der Quotient * Träghat jmemeiit dividitrt durch dit Ordinate eines der 
Sandpwtktet wird JViderstanäsmimeni geoannt and gewöhnlich mit IV 
bezeiclinet. Unter Einführung von IV gehen obige Gleichungen über in 



M 

m ' 



(.OT) 



Bei välUger Symmetrie des Querschnittes nach zwei Achsrarichtungen 
hin wird IVa'= Wi= ff und die Gleichung 



~'IV 



(102) 

deutet dann an, daß die Randspannungen in der Zagzone und der 
Druckzone gleich groß sind. Die Widerstandsmomente der gebräudi- 
lichsten symmetrischen 
Querschnitte von Kon- 
struktionsstäben findet 
man in den meisten 
^Z= Ingenienr- Handbüchern 




105. Beispiele, 
a. Abscherung. 
I. In einer Holzkon- 
struktion (Fig. 311] setzt 
sich eine Strebe, deren 
Fig.311. Achsenkrafl Z' ^ 3 1 ist, 

unter einem Winkel 
a = 34° mit einem Zapfen der Breite ^ ^ 5 cm und der Höhe 
J = 8 cm auf einen wagerechten Balken Höbe A = 24 cm. Die Errate 
6 der Strebe beträgt 15 cm. 

Wie groß muß die Länge X der v 



■ dem Zapfen stehenden Balken- 



3 15- IHe onfKcben BelutnngsfUIe. 
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Schicht sein, damit gegen Abscheren eine lo-fkche Sicherheit vorhanden 
ist und wenn die Reibung in der Trennungsfläche vernachlässigt wird? 
lue in der AchKnricbtimg; dei Bklkens Udge Sttebmkrafi ist Pcobu. Bit 
Scherfllcben stnd lifi + ad). Iit 5 die Schnbfeitigkrit de« HaUe» tSi I qcm Fliehe 
parallel za den Fasern des Balkens, so folgt dual»: 

i(ß + aif) S ^ lo ■ P ■ eota 



Setzt man (nach der >Hiltte<, 
holzes durchschnittlich sa 50 «tm., 



iß + *<f)S 



■ ^Sa» 



=' (S + «6)50 

3. Eine Strebe sei mit einem Balken durch einen Bolzen und eine Ver- 
satzung verbunden, wie es Fig. 313 darstellt Wie stark muO in diesem 
Falle, bei Vernachlässigung der Reibung, der Bolzendurchmesser ausfallen ? 

Die Strebe wird (nach erfolgter Überwindung der in ihrer Grundfläche 
auftretenden Reibung) 
sich erst verschieben 
können, nachdem der 
Bolzen und das vor 
der aß breiten Ver- 
satzuDg stehende Bal- 
kenstUck abgeschert 
worden sind. 

Die Scherfläche des 
Bolzens ist eine Ellipse 
des Flächeninhaltes 




jp — — . 

4 sina 

Die Holzscherflächen 
/", betragen 

F, = X{3d + 2ß). 
Setzt man die entsprechend) 
Flächen mit t, und z, an, s 

' 4 sin a 



t < 


i m 


llllil LU. 1 U 


:::::::::;::::::.. i f '^ 


'W, 


II 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : < 



I zulässigen Schubspannungen flir beide 
erhält man die Bedingung: 



+ ^.''■(3^ + 2ß)^-P- cosa, 



,P = 



-^{Pcosa 



r,l{3d+2ß]} 



jid Viertel AbichnitL Spumnngeii iu geraden StSben. 

Es maO aber auüerdem noch Sicherheit vorhanden sein, daß der 
Bolzen, ohnt ahMuscheren, nicht die vor ihm stehende Holzmasse heraut- 
dränge. Daraus eigibt dch die zweite Bedingung: 



T,{2i,Ä + i(3Ä- 






t .= 14°, n = 73" 



= 7«* 



Ai s=40cm 
t, = S atm. 



P coia -• 5000 ■ 



=■4570 116, 
-ii;i5 + i' 



also gegen AosreiSen d« Holzcf, ohne Abichemng des Bolieiu, 
hdC vOThanden. 

ScUieSlich eiUUt man; 



ine 3-fMlte Slcher- 



- {4S70 — S ■ 



I(IS + 14)1 = 4407a qcm 



b. Abscherung, leine Biegung und Stanchdruck. 
3. In den Fig. 313 und 314 sind zwei sogenannte Kttttngurte von 
eisernen Brückenträgern im GmndiiO dargestellt Die einzelnen Kettett- 




stäbe greifen mit einem sog. Auge (vgl Fig. 15 — 16, S..25) über einen 
Knotenbohen (14), der auf einer Seite des Knotens mit einer Mutter 
und auf der andern Seite mit einem Kopfe versehen ist. 
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In der Fig. 313 sind im ganzen 8 gleich starke Stäbe vorhanden, 
von denen symmetrisch zur Mittelachse X je 4 Stück derart angeordnet 
sind, daß zwischen deren Achsenkräften U Gleicl^ewicht im Knoten 
vorhanden ist. Die Stäbe liegen mit etwa t mm Zwischenraum neben- 
einander und in der Bolzenmitte trennt sie eine Hülse, die auf den 
Bolzen gesteckt ist. 

Wenn nun sowohl zwischen den einzelnen Stäben als auch zwischen 
Stabaugen und Bolzen, sowie auch zwischen Stäben und HUlse keinerlei 
Spielraum wäre, so würde die Verbindung nur durch Querkräfte be- 
ansprucht and wie leicht zu sehen, wäre dann max Q= U. In diesem 
Falle würde man die Bolzenstarke d allein auf Abschcrung berechnen 
können und erhielte aus 

^ rr '^'^ 
max Q = U^ • t 



= ...3 1/?. 



Für Stahlbolzen, und eine zulässige Schubspannung von 1000 atm, er- 
gäbe das (für ^ in cm und £^ in t] 

.) ä=i,i3Y^- 
Mit Rücksicht auf die (praktisch unvermeidlichen) erwähnten Spiel- 
räume ist eine Biegung der Bolzenachse nicht aasgeschlossen, es wird 
daher die Bolzenstärke auch auf Biegung zu berechnen sein. Im Quer- 
schnitt tt des Bolzens (Fig. 313) ist die Querkraft gleich Null und das 
Moment M erreicht dort seinen Grenzwert (103a). Daraus folgt nach 
der Gl. (97) die Biegungsspannung am Rande des Bolzens: 
Mr 

° = T 

oder 

— 1^ 

Rechnet man 1/ als Einzelkraft, so ist ftir Jtf anzuschreiben 

wobei 6 die Stärke eines Kettenstabes bezeichnet. Das gibt eingesetzt 
für den Bolzendurchmesser d i= ar 



-\fM 



rf=*,73 V -T' 



tift Vierter Abselmitt SpaDnnngen in genden Stäben. 

Die zulässige 6i^;tmgsspiumuiig für Stahlbolzen wird in der Regel 
zu i,z bis 1,5 t/qcm angenommen. FUr ff = 1,3 t gäbe d^ 

2) ä= «,56 y/Wi . 

AuOer den beiden Möglichkeiten der Zerstöning des Bolzens, einer- 
seits dtiTch leine AbscbeniDg und anderseits dorch reine Biegimg, be- 
steht nodi eine dritte Möf^cbkeit, nflmlich die Zeistönmg durch den 
sog. Stauehdnick an der Oberfläche des Bolzens. Je kleiner nämlich 
die Stärke S eines Kettenstabes ist, desto näher rückt die Gefahr, daß 
der von seiner Achseokraft herbeigeführte Oberfiächendnick die zulässigen 
Grenzen überschreitet Ans zahlreichen Versuchen gebt hervor, daß 




F'e- 3>4- 



man den zulässigen Stauchdmck s flir Bolzen und Nieten i '/, bis 3 mal 
so groß annehmen darf, wie die flir den betrachteten Belastnngsfall 
festgesetzte zulässige Biegungsspannnng , wemi man dabei die gedrückte 
Fläche gleich Bolsendurchmesser vial Stabüärke ansetzt. 
Im vorliegenden Falle gäbe das also: 



{dS\s=^ U. 



Setzt man darin als zulässig 



so erhält man schließlich: 

3l 



1,3 ^ 3,0 t/qcm, 



In einem gegebenen Falle ist allgemein der größte der ans 
drei Gleichungen i , z, 5 berechneten Werte von d zu wählen. 
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praktischen Fällen wird meistens auf Bieg;uDg oder Stauchdmck ge- 
rechnet werden mUssea. 

Beispielsweise erhielte min für 6''a* 100 t mid iTi^gcm: 
bei Atickenmg: d^ 11,3 cm 
- BiiguHg: d = ao,3 - 
* Stcmchdruck: ä ^ 10,0 - 

Beidem iiiFig.3i4 dugestellten Kettengurt sei i. B. ({'es 200 1 and if c^iiocm. 
Min crliielte duin (wenn «r ftr Biegung ^ i,3 t/qcm gesetzt wird) 



-m- 



1,13 Vioo™ iijcm. 



,_.,„^^.,,„]/IM_,.,.„ 



bei SlauchlrueM rf« 



Unter Umständen, wenn die Augenlöcher nicht genau zylindrisch 
gebohrt sind, sodaß die Kettenstäbe statt in ihrer Achse mit ihren 
Kanten die Bolzenoberfläche berühren könnten, kann das Biegungs- 
moment noch größere als die oben berechneten Werte annehmen. 



% 16. Normalspatmungen in Qnerschnitten 
bei der Biegung. 

to6. Einfluß einer Längskraft. Jede beliebige Gmppe von in 
einer Kraftebene wirkenden äußern Kräften läßt sich für jeden Quei^ 
schnitt auf eJne einzige gleichwertige Längskraft zurückführen, die ent- 
weder innerhalb oder außerhalb des Querschnitts umrisses angreift. In 
Fig. 315 sei Ä die Mittelkraft aller äuÜem Kräfte; sie darf in ihrer 
Richtung beliebig verschoben gedacht werden (45). Man verschiebe 
ihren Angriffspunkt daher bis zum Punkte »i, in welchem die Richtung 
von R mit der Krafüinie KK des betrachteten Querschnittes zusammen- 
trifft. In m zerlege man R {in der Kraftebene) in eine Längskraft P 
und eine Querkraft Q. Weil die Querkraft durch das Querschnitts- 
mittel o verläuft, so ist deren statisches Moment in Bezug auf o gleich 
Null. Es bleibt also nur noch der Einfluß der Längskraft zu betrachten. 

Wird die Strecke mo mit r bezeichnet, so ist das statische Moment 
der Längskraft 

Mihiltai. Slatik der BaukonilruLlion«. I. 31 
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M=P- r. 

AuOer M kommt aber noch eine Achsenkraft P zur Wirkung, die in ebenen ' 
Querschnitten eine Nonnalspannimg 



erzeugt, um welche sich die bei der Biegung eizeugtcn NonoalspannungcD 
vergräQem oder verkleinem. 




Die Längskraft P erzeugt also Normalspann ungen, die (nach Gl. 96) 
ohne weiteres gegeben sind. Sie sind auszudrücken durch 






(■»3) 



Wie hier einzuschalten ist, kann unter besondem Umständen eine 
Achsenkraft außer Normalspannungen auch Biegungsspannungen erzeugen. 
Diese Erscheinung tritt ein, wenn der Stab knickt oder auihückt. Unter 
der Voraussetzung eines isotropen Baustoffes, mathematisch gerader Stab* 
achse und mathematisch genauer Achsenbelastung wäre die Möglichkeit 
eines Knickens ausgeschlossen. In praktischen Fällen sind aber jene 
Voraussetzungen nie voll erfüllt und schon das Fehlen einer derselben 
kann ein Knicken herbeiführen, namentlich wenn die Länge des Stabes 
im Verhältnis zu seinen Querschnittsabmessungen groß ist. 

Die Knickspannungen setzen sich danach zusammen aus Normal- 
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spaimUDgen, erzeugt durch die Achsenkraft, und aus Biegungsspannungen. 
Jene sind gegeben, diese können aber — wie im II, Bande ausfiibrlich 
dargelegt werden soll — nicht ohne vorherige Berechnung der Gestalt 
dir elastischen Linie {103b) gefunden werden. 

Je nach der Lage ihres Angriffspunktes m ist der EjnfluD der Längs- 
kraft P auf die Normalspannungen ein verschiedenartiger. Das soll 
zunächst in einfacher Weise veranschaulicht werden, bevor aus der 
GL (103) die genauem analytischen Bedingungen ftlr die Lage der 
NulüitUe abgeleitet werden. Betrachten wir deshalb verschiedene Lagen 
von P in einem mit der Kraftebene zusammenfallendeD Längsschnitte 
(Fig. 316). 

I. Fall. Die Längskrafi P liegt im Abstände r vom Mittel o. 
Ihre Wirkung kann man ersetzen durch eine Achsenkraft i' in e> und 
ein Moment Pr. Die aus der Achsenkraft allein enstehenden Normal- 
spannungen bilden eine Sfannugsebene ee (103b), die parallel zur Quer- 
Ecbnittsebene läuft. Dagegen verläuft die aus der reinen Biegung durch 
das Moment gebildete Spannungsebene durch den Punkt n. Legt man 
beide Spaimungscbenen , wie in der Fig. 316 geschehen, zusammen, so 
erhält man dadurch im Längsschnitt eine Spannungslinie ss, durch 
welche die Verteilung der Gesamtnormalspanungen der Gl. (103) 
graphisch veranschaulicht wird. 

Die Nulllinie nn ist die Schnittkante der Spannungsebene mit der 
Querschnittsebene (103b). Im allgemeinen schließt sie also einen 
Winkel mit der Kraftebene ein, der durch die Gl. (99) bestimmt ist. 
In den besonderen Fällen, in denen die Kraftlinie mit einer Hauptachse 
zusammenfällt, oder mit der Jf-Achse ein Paar zi^eordnete Achsen 
bildet (S^), läuft die Nulllinie der quer zur Kraftlinie gerichteten Achse 
X parallel. Der Unterschied in der Lage der Nulllinie bei reiner und 
zusammengesetzter Biegung besteht demnach allein darin, daß die Null- 
linie bei dieser außerhalb des Querschnittsmittels o liegt, während sie 
bei jener durch verläuft. Die Ursache dieser Verschiedenheit liegt 
im Hinzutreten der Achsenkraft. Die Neigung zwischen Nulllinie und 
Kraftlinie ist aber in beiden Fällen die gleiche. Es ist außerdem aus 
den Darstellungen der Fig. 316 zu ersehen, wie die Kraftlinie von der 
Nulllinie stets auf derjenigen Seite des Schwerptmktes c geschnitten 
wird, die dem Angriffspunkte m gegenüber liegt 

Rückt /"zum Rande des Querschnittes vor, bis die Nulllinie den gegen- 
überliegenden Rand berührt (Fig. 316 a), was im al^meinen nicht in einem 
Punkte der Kraftlinie geschieht, so verschwindet im Berührungspunkte 




die Spannung, aber alle Übri- 
gen Punkte des Querschnittes 
behalten einerlei Spannung: 
Zug oder Druck, je nach der 
Richtung von P. 

2. Fall, /"ist soweit zum 
Rande voigeriJckt, daD die 
Nulllinie in den Querschnitt 
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ßOlL Dann teilt sie den Qaeiscimitt in eine Zugtone und eine 
Druekzene. 

3. Fall. Der Aogriffspunkt von F ist soweit außerhalb des Quer- 
schnittes fortgerückt, bis die Nnlllinie durch den Schwerpunkt verläuft. 
Eine derartige Lage der Nulllinie tritt bei einer reinen Biegung ein, wie 
unter 103b nachgewiesen worden ist. Im vorliegenden Falle ist die 
reine Biegui^ nur mö^ich, wenn P eine unendlich kleine Langskraft w/, 
deren Angriffspunkt in unenitlieker Feme liegt, sodaß der Etitßuß der 
Achsenkraft venchwindet. 

107. Beziehungen zwiachen den Koordinaten der NtiUlinie 
und detn Angriffspunkte der Längskraft. 

a. Für Haupt- 
achsen. In dem 
durch die Fig. 317 
dargestellten Bie- 
gungsfalle sei KK 
die Krafdinie mit 
dem Angriffs- 
punkte ffi der 
Längskiaft/'. OA 
und OB sind die 
Hauptachsen, von 
denen die letztere 
mit der Kraftlinie 
den Winkel a ein- 
schließt. Man zer- 
lege das Moment 

M=Pr 

nach den Rich- 
tungen der Haupt- 
achsen , dann er- 
hält man für die 
Normalspannung a 
im Funkte x, y, 
bezogen auf Haupt- 
achsen; 

P , jtf sin a ■ V , Afca^a 
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worin yi, uody«, vie bekannt, die HauptträghtiUmomtnte vorstellen. 
Wenn die Koordinaten von m, bezogen auf die Hauptachsen, mit u 
und V bezeichnet werden und wenn außerdem 

vV sin a = Pr sin o = /* ■ v 
M cos a^ Pr cos a ^ P- u 
gesetzt wird, erhält man: 

P,P-u-x,Pv-y , . 

P^ /« Ji 

welche Gleichung nach erfo^ter Einsetzung der Trägheitshalbmesser a 
und b (95 aj in 

-^■ + " + 7) '-) 

übergeht. Daraus folgt die GUichuiig d/r NuUlinie mit 

f+f = -.. (.0,) 

Darin sind x, y Koordinaten von Punkten, in denen a ^ o wird. 
Die Nulllinie schneidet auf den Hauptachsen die Strecken x^ und /v« 
ab, die bestimmt sind durch 

> = -ir- 

Die Koordinaten sind danach unabhängig von der Gräße der Längs- 
kraft. Das J/inu^zeichen deutet an, daO die Krafüinie von der Null- 
linie stets auf deijenigen Seite von o geschnitten wird, die dem An- 
griffspunkte m gegenüber liegt. 

Aus 

x^u a* 

folgt femer, daß zu jeder Kraftlinienrichtung eine bestimmte Nulllinien- 
richtung gehört. 

Wie man sieht, sind in der Gleichung der NulUioie die Koordinaten 
der Nulllinie {x, y) und des Punktes m (», v) nur in ihren Produkten 
lux und py) vertreten. Man kann also die Koordinaten miteinander 
vertauschen, ohne daO die Gleichung (107) dadurch ungültig wird. Wir 
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wollen deshalb einmal u und v als Koordinaten eines ADgrifispunktes 
«' ansehen, der irgendwo in der Geraden nn )\egt, die durch die 
Gleichung (107] bestimmt ist. Dann mUssen x, y die Koordinaten eines 
festen Punktes «' sein, durch welchen 
die zugehör^e Nulllinie verlaufen 
wird. Wo auch der Punkt w' in der 
Geraden nn liegen möge, die Werte 
tax X, y bleiben stets die gleichen. 
[Fig. 318). Daraus folgt der Satz: 

Wenn dir Angriffspunkt 
Längskraft in einer Geraden nn des 
Quenchniiles fortschreitet ^ so dreht 
sich die zugehörige Nulilinie nn' um 
einen der Graden nn zugeordneten 
Pol «' und umgekehrt: Wenn die 
Nulüinie n'n' sich vm einen festen 
Punkt n' des Querschnittes dreht, so 
bewegt sich der zugehörige Angriffs- 
punkt m dir Längskraft in einer 
Geraden nn. 

b. Für zuge- 
ordnete Achsen 
fFig-3»9)- Wenn 
die Kraftlinie mit 
einer X-Achse ein 
Paar zugeordnete 
Achsen bildet, die 

zusammen den 

Winkel ß ein- 
scblieOen,soistftir 
reine Biegung und 
für schiefwinklige 
Koordinaten nach 
Gl. (98) 

worin für den vor- 
liegenden Fall 
M=P- r 
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wäre. Ergänzt man den EinfluQ der Achsenkraft, so darf man an- 
sclueiben 

P , P- ry' 

oder 

Bezieht man diesen Ausdruck nun auf rechtwinklige Koordinaten, 
so ist einzusetzen: 

r= .—-; y' = -?—r nnd J^ = fy"'dF= ■f—^, 
sai{i ^ sinj^ •' J^ sin';!*' 

wenn_/r ■:= / y'dP genommen wird. 

Für rechtwinklige Koordinaten A'K erhält man dann: 



-.-n 
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den Trägheitshalbmesser für die X-Achse vorstellt. 

Man hätte diese Gleichung auch unmittelbar ans der Gleichung (106) er- 
halten können, wenn man darin = und V = r% gesetzt hätte. 
Die Gleichung der NulKinie geht über in: 

f = -- <-' 

und die Koordinaten der Schnittpunkte der Nulllinie mit den zuge- 
ordneten Achsen berechnen sich aus Gl. (108) 

> = -"' (■■■) 



Die Gleichungen (m) lassen sich wie folgt in Worte kleiden: 
Der Trägkeitshalbmesser ist die mittlere Proportionale zwischen den 
Abständen der Nulllinie und des Angriffspunktes der Längstraft von der 
der Kraftlinie zugeordneten Achse. 

Die Nulllinie ist also der der Kraftebene zugeordneten Achse parallel. 
Aus dem letzten Satze folgt ohne weiteres der folgende Satz: 
Die der Nulllinie parallele Schiverackse und die Kraftlinie sind zu- 
geordnete Durchmesser der Zentralellipse. Denn, wie unter 95b nach- 
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gewiesen wurde, sind die zugeordneten Durchmesser der Zentralellipsc 
zngleicb auch zugeordnete Achsen, für welche da^ Zentrifugalmoment 
verschwindet. Legt man also 
in einem Schnittpunkte der 
Kraftlinie mit der Ellipse eine 
Tangente an diese, so ist die 
zu irgend einem Angriffspunkte 
m der Längskmft gehörige Null- 
linie nn der Tangente parallel 
(Fig. 320). 

108. Der Kern des Quer- 
schnittes. 

Wir steilen folgende Er- 
klärung des Kerns voran: 

Zeichnet man für alle mä^- 
ächen einen Querschnittmmrifi be- 
rührenden, aber nicht schnei- 
denden Nulllinien die zugehörigen Angriffspunkte nt der Längskraft, so 
beschreibt m dabei eine Linie, die man Kemlinie nennt und deren Punkte 
Kernpunkte heißen. Die von der Kemlinie eingeschlessene Fläche nennt 
man dm Kern des Querschnittes. 

Eine der Haupteigenschaften des Kernes läßt sich, nach den Er- 
örterungen unter 107, ohne weiteres in folgenden Satz tdeideü: 

Sa lange der Angriffspunkt der Längskraft innerhalb des Kernes bleibt, 
herrscht in allen Querschnittspunkten einerlei Normalspannung, entweder 
Zug oder Druck, je nach der Richtung der Längskraft. 

Die Kenntnis der Kemlinien hat fUr solche Querschnitte praktische 
Bedeutung, in denen aus besonderen Gritnden (gewöhnhch aus Sicher- 
heitsgründen) ein Spannungswechsel nicht zugelassen werden soll. Na- 
mentlich gilt dies für Querschnitte von Steinkon stniktionen , die (nach 
4b, S. 6) wesentlich nur auf Druck beansprucht werden dürfen, weil 
die Zugfestigkeit des Steines eine verhältnismäDig nur sehr geringe und 
dabei sehr veränderliche ist. 

Der Kern hat aber eine gewisse Bedeutung auch nach einer andern 
Seite hin. Mit seiner Hilfe lassen sich, wie weiterhin ausgeführt wird, 
die Gleichungen flir die Normalspannungen auf die einfachste, in vielen 
Fällen auch für die Anwendung bequemste Form bringen. 

a. Darstellung des Kerns. Soll der Kern für einen vieleckigen 
Umriß des Querschnittes gesucht werden (Fig. 321), so kann man jede 
Vieleckseite nacheinander als Nulllinie ansehen und zu jeder dieser 
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Linien (unter Benutzung der Gl. iii) den zugehörigen Angriffspunkt m 
der Längskraft aufsuchen. Verbindet man duin alle erhaltenen Punkte 
m durch Grade, so schließen diese den Kern ein. Zu beachten ist 
dabei aber, daß bei einspringenden Ecken [wie bei 5 in Fig. 311] keine 
Nulllinie mit der i — 5 oder mit der 4 — 5 zusammenfallend angenom- 
men werden darf, weil sonst ein Schneiden der NuUlinien mit der Qun- 
schnittsfläche eintreten würde, was nach der gegebenen Erklärung des 
Kerns unzulässig wäre. Die erhaltenen Angriffepunk tc sind in Akt 
Fig. 311 mit den Ziffern bezeichnet worden, die der zugehörigen Null- 
linienlage entsprechen. 





r.g. 3ii, 



Wollte man (nach 107a, Fig. 318) irgend eine Ecke, z. B. die 
Ecke 3 als festen Punkt ansehen, in welchem eine Nulllinie sich dreht, 
so würde man aus den Koordinaten des Punktes die Lage der Kem- 
linie zwischen den Angriffspunkten (2 — 3 und 3 — 4) berechnen können. 

Bildet der Umriß des Querschnittes eine knimme Linie (Fig. 31a), 
so darf man diese als ein Vieleck mit einer unendlich großen Zahl von 
Ecken oder Seiten betrachten und den Kern nach dem vorbeschrie- 
benen Verfahren zeichnen. In diesem Falle erhält man als Kemumriß 
eine krumme Linie. 

b. Bestimmung der Kernpunkte. 

1. Für ein Rechteck (Fig. 333). Die Hauptachsen fallen hier mit 
den Symmetrieachsen zusammen. 

Die Hauptb%heitsmomente 
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chungen (108) 



wenn darin gesetzt wird 



Man erhält dann 



und yn = 
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2. Für einen Kreis (Fig. 324). Wie bereits im Beispiel 4 unter 98a 
ausgeftthrt wurde, bestimmt sich hier das polare Trägheitsmoment 



Qndn) = 




Daraus folgt a" oder b' mit 

Beachtet man ferner, daß der 
Abstand der den Kreis berüh- 
renden Nnlllinie x^-^yn^r 
ist, so erhält man endlich 



Der Kern ist also eine Kreis- 
fläche vom Durch/nesser — • 



Y\g. 314. 3- Grapfiische Bestimmung. 

Ii^nd eine Nulllinie nn be- 
rühre einen QuerschnittsumriO im Punkte / und schneide dabei auf den 
Hauptachsen die Strecken y^ und x^, ab (Fig. 315J- Also 



OA^yn 

OB = Xn. 



Es ist nim nach GL (108) 



y = — w.v. , 

d. h. es gilt hier der (unter 107 b) bereits allgemein gegebene Satz in der 
Form: Der Trägheitshalhtttesser ist die mittlere Proportionale zwischen 
den senkrechten Abständen des Schnittpunktes der NuUünie und des An- 
griffspunktes der Längskraft von der zugehörigen Hauptachse. Daraus 
folgt: 

Man trage die Trägheitshalbmesser a und b als Strecken Od und 
Ob' in den Richtungen der zu ihnen gehörigen Achsen auf. Verbinde 
A mit b' und B mit a'. Sodann trage man an die Ab' in b' und an 
die Ba in a' je einen rechten Winkel ab, sodaO deren Schenkel die 
Achsen Kund C schneiden. Dann sind ÖÜ = u und OV^v die 
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Koordinaten des Angrifispunktes m der Längskraft, welchem die Nnll- 
linie nn entspricht, m ist also der gesuchte Kernpunkt. 

4. Mit Hilfe der ZentralelHfse , Fig. 336. Nach 107b sind die 
der Nulllinie parallele Schwerachse und die Kraftlinie zugeordnete 
Durchmesser der Zentralellipse. Für die beliebige Lage einer Nulllinie 
flff, die in Fig. 326 einen UmriO im Punkte t berührt, findet man also 
die zugeordneten Achsen dadurch, daß man einerseits die Schwerachse 
XX parallel zur nn macht und anderseits die Kraftlinie K durch die 
Funkte t' legt, in denen eine zur nn parallele Tangente die Ellipse 




berührt. Der gesuchte Kernpunkt m fällt in die der NuHlinie gegenüber 
liegende Gerade OK. Der Abstand des Punktes m berechnet sich aus 
der Gl. (iio) mit 



wobei zu beachten ist, daO anstatt der senkrechten Abstände v, y» nnd 
Ti auch die entsprechenden in der Kraftebene gemessenen Abstände ge- 
nommen werden dürfen, die zu jenen im gleichen Verhältnisse stehen. 
Man findet danach v (nach vorigem) durch Anwendung des geometri- 
schen Salzes der mittleren Proportionalen, wie in der Fig. 325 dar- 
gestellt. 
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109. Verteilung der Nonnalspannungen über den Querschnitt. 

Wie bereits im allgemeinen in der Fig. 316 veranschaulicht vurde, läQt 
sich die Sparmwigslinie , also der Schnitt der Spannungsebene mit der 
Kraftebene, darstellen, sobald man deren Nullpunkt, d. h. den Durch- 
schnitt von NuUlinie und Kraftlinie gefunden hat. Dadurch erhält man 
onmittelbai auch die Spannangsverteilung. Man kann diese aber auch 




nach einem andern Verfahren, ohne den Nullpunkt vorher zu kennen, 
mit Hilfe der Kernpunkte finden. Bei beiden nachstehend beschriebenen 
Ver&hren geht man von der Spannung im Schwerpunkte des Quer- 
schnittes aus. Das ist die mittlere (spezifische) Spannung ö(,, die nadi 
der Gleichung 
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/"= 75,0 dem 
_/■ = 606,25 ^'^^* 
Jv = 434,25 - 
/«= — 135.00- 




JJ2 Vierter Abschnitt. Spuinnngen in geraden Silben. 

von vornebereio gegeben ist. a^ ist die von der Achsenkraft F her- 
rührende Normalspannung , während die durch das Moment Fv verui^ 
sachte reüm Biegungsspannung im Schwerpunkte verschwindet (106). 
Die Darstellung der Verteilung erfolg am einfachsten mit Hilfe des 
Trägheitskreises. Gegeben der in Fig. 327 gezeichnete Querschnitt mit 
dem Schwelpunkte O, dazu die Kraftlinie OK mit dem Angriffspunkte 
m der Längskraft P. Gesucht die Spannungsverteilung, im besondem 
auch die gefährlichsten ^o/iii^nnkte und die dort auftretenden Grenz- 
werte der Spannungen. Ver^ hierzu Fig. 339 unter 113. 

Die einfachste Lösung ergibt sich, wenn man zur Berechnung von 
U zugeordnete Achsen zu Grunde legt. Um die der Kraftebene zuge- 
ordnete Achse X zu erbalten, benutze man den Trägheitdereis. 

Für die passend gewählten Achsen U und V berechne man y» , J„ 
und Jm • Mache (nach Mohr) auf dem Durchmesser des Trfigheits- 
kreises ^C=/^, CE=J, und Cf=/„. Der Trägheiteschwer- 
punkt T ist damit gefunden. Schneidet nun die Kraftlinie den Kreis 
in ^, so gibt der Endpunkt B der durch T gel^iften Sehne A B einen 
Punkt der zugeordneten Achse X, die damit festgelegt ist. 

Die von T auf die Tangente im Punkte B gefällte Senkrechte TJ 
ist (nach Mohr] gleich dem Trägheitemomente y«^ 633 dem*. Es ist 
nun aber nach Gl. (109) für zugeordnete Achsen imd ftlr rechtwinklig 
darauf bezogene Koordinaten 

Darin ist v der gegebene senkrechte Abstand des Punktes m von 
der XX, r-= y -^ der mit Hilfe der Strecke T/=/^ jetzt zu be- 
rechnende Tr^heitshalbmesser der XX. Somit ist flir jede zur A"-Achse 
parallele Faser in dem Abstände y die Normalspannung aus obiger 
Gleichung zu ennittehi. Für y ^ o geht a in die mittlere Spannung 
(Jq über. Man braucht also nur noch für irgend ein anderes y zu 
berechnen, dann ist die Spannungslinie ss, und dadurch auch die Null- 
linie, parallel zur XX festgelegt. Will man die Darstellung der Spao- 
nungsverteilung nachprüfen, so kann man die Lage der Nulllinie 
noch eiimial bestimmen und zwar mit Hilfe der Gl. (in) 

y^ = — J = — 4,15 dem. 

In der Fig. 327 sind a und i die beiden Randpunkte, in denen die 
Grenzwerte von a auftreten, ö,- ist ein Druck, ßa ein Zug und die 
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Linie n» teilt den Querschnitt in seine beiden Zonen, die Druck- und 
Zugzone. Vergl. auch das hierhergehörige Beispiel 9 unter 113. 
no. Gegenseitige Beziehungen zwischen den Spannungen. 

a. Der Satz von der Gegenseitigkeit der Spannungen. 

Nach der GL (106) 

berechnet sich die Noimalspannung o flir einen Punkt m der Koordi- 
naten u, V, erzeugt durch eine Längskraft P im Funkte n der Koordi- 
naten X, y, ebenso gioO, wie die Nonnalspannung iüi den Punkt n 
hervorgerufen durch eine Längskraft P im Punkte m, weil in der Glei- 
chung (wie unter 107 a schon gesagt wurde) die Koordinaten x, y und 
u, V der Produkte vx und vy miteinander vertauscht werden dtlrfen. 
Diese Gegenseitigkeit der Wirkungen wird gewöhnlich in der Form 

Omn =' ir«m (iia) 

dai^estellt, In Worten: 

Uü Spannung im Punkte m, hervorgerufm durch eine im Punkte n 
angreifende Längskraß P ist ebenso groß, wie die Spannung im Punkte 
n, erzeugt durch eine in m angreifende Längskraft P. 

Der Satz von der Gegenseitigkeit der Spannungen soll jetzt dazu 
benutzt werden, um den Einfluß einer Verschiebung des Angriffspunktes 
der Längskraft auf die Spannungsverteilung darzustellen. 

b. Die EinfluOlinie einer Spannung. 

Es stelle KK eine Kraftlinie und SS die zur Nulllinie parallele 
Schwerachse dar, ferner a einen äußern und i einen Innern Randpnnkt, 
die durch das Einzeichnen einer bertlhrenden Nulllinie gefunden wur- 
den (Fig. 338). 

Legt man jetzt einen Längsschnitt parallel zur Kraftebene und ver- 
merkt darin die parallel zur Kraftlinie gemessenen Abstände der Rand- 
punkte von der SS, so erhält man Fig. 329. 

Im beliebigen Punkte m der Kraftlinie wirke die Längskraft P^\, 
die Lasteinheit genannt werden soll. Für diese allgemeine Lage der 
Lastei^heit zeichne man darauf die Spannungslinie ss, indem man (wie 
unter 106 und in der Fig. 327 geschehen) in O die mittlere Spannung 



lufträgt und außerdem den Schnittpunkt n der Nulllinie 



2j^ Vierter Abschnitt. SpanoiiDgen in gendeo Stkben. 

festlegt Die Lage n ist bekanntlich unabhängig von der GröDe der 
Längslcraft (Gl. loSj. Wir dürfen daher anschreiben: 



und nach dem SaUe von 
der Gegenseitigkeit also 
auch 

Cmn = o I 
d. h. die von der im 
Punkte n angreifenden 
Lasteinheit im Punkte m 
erzeugte Spannung ist Null. 
Aber auch flir jeden be- 
liebigen andern Punkt k darf 
man danach anschreiben : 

dabei ist die Spannung 
<fim gleich der Ordinate 
ki' der Spannungslinie ss. 
Darans folgt, daß die 
SpannungsUnie nicht allein 
die Verteilung der Span- 
nung bei Lage der Last 
in ffi darstellt, sondern 
daO ihre Ordinalen auch 
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fiir jeden beliebigen Fuppunkt k einer in der KraftUme wandernden 
Loiteinheit die in diesem Punkte k entstehende Spannung angeben. Die 
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Linie ss veranschaulicht danach auch den Einfluß jeder Verschiebung 
des Angriff^unktes der Lasteinheit auf die Spannungsverteilung, Die 
Ordinate mm' würde nach vorigem mit 

anzuschreiben sein. 

Die erörterte besondere Eigenschaft der Spannungshnie ist in Wor- 
ten wie folgt auszudrücken: 

Die für die Laüeinhtit im Punkte m gezeidmete Spannungslinie ist 
die EinßußUnie der Spannung im Punkte m. 

III. Die EinSufllinie einer Randspannung. Sobald der Punkt 
m in eine den Rand berührende Nulllinie fällt, geht der Nullpunkt n 
in einen Kernpunkt über, weil die Randspannung gleich Null wird , so- 
bald der Angriffspunkt der Längskraft in den gegentiberliegenden Kem- 
punkt rückt (108)- Bezeichnet man nämhch die betreffenden Kern- 
punkte mit a' und i' (Fig. 330J, so darf angeschrieben werden 

ff«' = o 



Man kann danach die Randspannungen a^ und ff,- mit Hilfe der 
Kernpunkte bestimmen, ohne dabei die Lage der Nulllinie und der Rand- 
punkte a und i zu kennen. Man braucht nur im Schwerpunkte O die 

p — 

Spannung — a^^ ~= ^& eine Strecke Of in beliebiger Richtung auf- 
zutragen. Zieht man dann durch den beliebig gewählten Angriffspunkt 
k der Längskraft eine Parallele zur Of, so werden auf dieser durch die 
Verlängerungen der Geraden ft und pn' zwei Strecken ka" und ki" 
abgeschnitten, die den Spannungen Oa und O; entsprechen. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Darstellung folgt einfach dar- 
aus, daß die durch die Funkte i' und/ gelegte Gerade die Einßuß- 
Unie der Randspannung ff,- vorstellt, ebenso wie die durch a und / 
gellte Gerade als EinfluOlinie der Randspannong a^ anzusehen ist. 
Denn beide genannten Geraden sind die Spannungslinien, gezeichnet für 
eine Lage der Längskraft im Punkte m, dem Schnittpunkte der den 
QuerschnittsumriO berührenden Nulllinien «« oder «'«' mit der Kraft- 
linie KK. Es ist also fiir die Lage einer gegen den Querschnitt ge- 
richteten Längskraft in m die Randspannung 
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ff,' ^= mm' (Druck) 
aa = mm" (Zug), 
desgleichen für die Lage im beliebigen Punkte k 
ai = ki' (Druck) 
a„=^k7 (Zug). 
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Die Randpunkte fallen nui in besonderen Fällen — bei symmetri- 
schen Querschnitten — in die Kraftebene. Im allgemeinen liegen sie außer- 
halb, müssen also vorher aufgesucht werden, ehe mui die Verieilung 
der Normalspannungen darstellen kann. Dazu braucht mnn eine den 
QuerschnittsumiiD berührende, der NuUlinie parallele Gerade, die man am 
einfachsten wohl mit Hilfe des Trägheitskreises und einer der Kraftebene 
zugeordneten Achse (Fig. 327] festlegt. Man kann aber auch, wie in 
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Fig. 316 ausgeführt ist, die Tangeote an die Zentralellipse io ihrem Schnitt- 
punkte mit der Kraftlinie benutzen. 

112. Ermittelung der Normalspannungen mit Hilfe der Kern- 
weiten und Kemmomente. 

Wir stellen fönende Erklärungen voran: 

Eine Kermveite ist der Absland des Schwerpunktes von einem in der 
Kraflünie liegenden Kernpunkte. 

Ein Kemmoment ist das statische Moment der Längskraft bezogen 
auf einen in der Kraftlinie liegenden Kernpunkt. 

Setzt man in der Gl. 109: 



an Stelle der Ordinate y deren gröOte Werte >„ 'und yi ein, so er- 
hält oian (mit Bezug auf Fig. 331), je nachdem Zug oder Druck voiiiegt, 



worin die y auf die XX, die der AT^ zugeordnete Achse, bezogen sind. 
Es ist aber {nach 9Sa) 



Dies eingesetzt gibt: 



EvyA 



Die Lage der Kernpunkte a' und i' bt aus einer Nulllinie berechnet 
worden, die den UmriO des Querschnittes berührt. Nach Gleichung (loS) 
bestimmen sich daher deren Abstände r^ und r,- von der XX mit 



Fyt Ey. 
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Setzt man auch diese Beziehungen noch ein, so ergibt sich 




Fig' 33 »■ 



Multipliziert man im Zähler und Nenner der rechten Seiten der Glei- 
chungen mit sin ^, so erhält man 



und 



F- kl 



wenn darin k, und k^ die betreffenden Kemweitett und r (wie bekannt) 
den Abstand des Angriffspunktes vom Schwerpunkte O bezeichnet. 
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Die Zähler der Gleichungen sind die Kernmomentt. Bezeichnet man 
diese mit jV*, so erhält man schließlich aUgemein: 

in Worten: Der Grenzwert einer Randspannung ist gleich dem Kern- 
momente geteilt durch das Produkt aus Kernweite und Querschnittsfläche, 
wobei Moment und Ketnweile auf den dem Randpunkte gegenüberliegen- 
den Kernpunkt zu beziehen sind. 

Gleichung [113) zeigt die einfachste Form, in welche der analy- 
tische Ausdruck für die Grenzwerte der Normalspannungen bei zusam- 
mengesetzter Biegung gebracht werden kann. 

Für reine Biegung verschivindet der Einfluß der Achsenkraft P, es 
bleibt nur ein Moment M = P ■ r bezogen auf den Schwerpunkt O, 
man erhält deshalb aus den Gleichungen, weil k„ und ki im Zähler 
verschwinden : 

Af 

Vergleicht man diese Ausdrücke mit der früheren Gl. (lozj 
M 

SO erkennt man, wie ein Widerstandsmoment W aus den zugehörigen 
Kemweiten berechnet werden kann : Das Widerstandsmoment ist gleich 
dem Produkt aus der QuerscAnittsfläche in die dem sugehörigen Rand- 
punkte gegenüberliegende Kemweite. 

n3. Beispiele. 

a. Tragfähigkeit von hölzernen und eisernen Trägern. 

I. Welche Last fl)r i qm ihrer Grundfläche kann eine Balkenlage 
mit Sfacher Sicherheit tragen, wenn die einzelnen Balken 24 cm 
breit und 32 cm hoch sind, auf 5 m Stützweite &ei und dabei 0,8 m 
von Mitte zu Mitte voneinander hegen? Die Biegungsfestigkeit des 
Holzes kann zu 600 atm gerechnet werden. 

VoD der Gesamtlnit ^ fUi 1 qm tragt jeder Balken acht Zehntel, sein Moment 
J/ in der Mitte betragt also 

El ist femer (nach GL 114) bd Benndnng; der Kermaäle 
M_ 
"^ F.k 

M= a ■ k- F= -5-I I^U* ■ 3a =- 307KW cmkg. 
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o,25-i6oo|(!,o-4,o)4,s + 



2. Ein eiserner I- 
lYfiger soll aufs mStütz- 
weite eine 0,15 m starke 
in Fig. 32 gezeichnete 
Wand unmittelbar tra- 
gen, von welcher jedes 
cbm 1600 kg wiegt. 
Welches deutsche Nor- 
malprotil ist zu wählen, 
wenn das Eisen höch- 
stens mit 1000 atm be- 
ansprucht werden darf? 

ZonKchst berechDet sich 
*■* der Statieodrnck in ^ aox 
der Gleichung der stati- 
schen Momente in Bcüchoog 
anf den StUbpankt B\ 



».S) 



h(2,S-4) 



LS 
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Dabei ist das Geiricht des Aber der TUiäffiiiuig stebendeD Wandstückes abtd in 
zwei Einzellaiten zerlegt, von denen eine in a, die andere in b angreift. 

Die Alicisse 1, filr welche das Moment M seinen Grenzirert erreicht, findet ^ch 
(nach Gl. 43, S. 158 aas 



also (mit Becag anf die Fignr] aas 

o = 3130 — i6cio — 600 - 



600 — l[i— 3,5)4-o,3S-i6oo]. 



Das größte Moment M berechnet sieb danach za 

J/a'323o{276,z5) — I 1600.336,2; -|- 600 ' 176,35 -|- 6oO' 26,25-)- i6oO'0,3635-- 

Endlich erhUt man aas 
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Diesem W entspricht (nach dem deoticheii NonnBlpcofil'Bacb) ein I-Eisen Nr. 26 
von 16 cm Höhe nnd tV = 44t em^. 

3. Ein fluOeisemer Vollwandträger von 6,0 m Stützweite und 75 cm 
Höhe hat folgende Lasten aafzunehmen: 

i) sein Eigengewicht mit 0,150 t fUr t m Trägerlänge, 

a) zwei ständige Lasten von je 13,0 t, die (wie die Fig. 333 dar- 
stellt) mitUliar übertragen werden. 




Fig- 333. 

Die Trägerquerschnitte bestehen in allen Feldern aus einer i cm 
starken senkrechten Blechwand [dem sog. StehbkcX), die oben und imten 
durch je zwei Winkeleisen (D. N. P. Nr. 7,5 mit i cm Stärke) gesäumt 
werden [Gurt- oder ^'dwmwinkel genannt). Die Verbindung von Stehblech 
und Saumwinkeln wird durch Vernietung bewirkt, mit Nieten von a cm 
Schaftdurchmesser (Fig. 334). 

Wie groß ist die größte Randspannung? 

Das TrBgheitimomcnt 
J des Querschnittes be- 
rechnet 3ich (für A = 7S cm) 
bei Beritcksichtignng des 
NietlocbabzDges (nftch Bei- 
spiel 6 nnter 98 b) mit 

J= 92209 cro*, 

(r= Z459cm3. 

DasBiegnagsmoment jVbe- 

trigt bei I nnd i (Fig. 333) 

M ^ i 660000 cmkg. 




j.M= 2 667SOOcmkg. 
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Ans dem ([röQlen M folgt die BandspmDnnng a (nneh Gl. lOO] z 



Dm bedentet bei einer Nomtlfestlgkeit des Flnßeiiens Ton 4,4t/em' etwa 4fache 
Sicherheit (7]. 

4. Wie groß ist «iie RandspaDDUng, wenn der Querschnitt des Trägers 
im Ober- und Untei^rt noch je durch eine Gurtflatte von äo cm Breite 
und I cm Dicke verstärkt wird (Fig. 335), dabei aber nur eine Gesamt- 
höhe von 57 cm erhalten soll? 

Des TrUgbeitsmomenC J berechnet sich dann (nach Brispiel 7 anter 9Bb) mit 
J = 69479 cm* , 

IV = 2438 cm* . 
•Im 

2667500 

b. Beziehungen zwischen Kernmomenten, Kernweiten and 
Randspannungen. 

5. Eine lotrecht freistehende Wand, die mit ihrer Grundmauer in 
der Fuge ab {Fig. 336) fest verbunden ist, hat über der ai eine Höhe 

von 3 m, bei 0,5 m Stärke. Außer ihrem Eigen- 
gewicht — 1600 kg/cbm — erleidet sie senk- 
recht zu ihrer Vorderfläche einen Winddrack 
von roo kg/qm. Wie groD sind die Normal- 
spannungen in ihrer Fugenfläche ab^ 
Nach der Gl. (114) ist 

. = ±^, 

worin Mj, das ATirr/rmoment und k die Kern- 
weite bedeutet. Daraus berechnet man Dir die 
^^iffi^unkte I und 2 eines Mauerstücks von 
100 cm Tiefe (mit Bezug auf Fig. 336) 



-I] 
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(,».3. 


150 — 0,5 


■ 3. 1600.2)6 


[100 3- 


50. 100 
ISO + 0,5 


SO 
.3.,.«o.>°)6 



SO- 



-50 



6. Diä Krone eines steinernen 
Brückenpfeilers liegt 10 m hoch über 
der Grundmauer, mit welcher der Pfeiler 
fest verbunden ist. Er wiegt 350 t und 
erfahrt in seiner Krone einerseits einen 
Achsendruck V von 150 t, anderseits 
einen wagerechten Schub ff von 2 t. 
Außerdem wirkt auf den Pfeiler in einer 
Höhe von 15 m über der Grundmauer, Ar'**"! 
wie in der Fig. 337 angegeben, noch 
eine wagerechte Windkraft IV von 30 t. 
Wie groß sind die Randspannungen in 
den Punkten i — 2 — 3 — 4 seiner Grund- 
fläche? 

Allgemein ist 

^* 



F- k- 



Man erhält also 



-(c+j'jj + («■■*) 









ff st 






'»mil ifBt" "> 


t 

a-3. 







für RandpDDkt i: ir, = — 











Fig- 337- 




(aso+'so) 


2- 10, 


' 1 30.0 


•iS>o 




3,0 -6,0 


3.0-6,0 


O.S lP-6,o-ifi 


- 


— a7,8 — 3,2 


+ aS,o - 


— 5.0^ 


= — o,SO«tm, 


J.- 


-27,8 — 3,2 


-2S,o- 


~SS,o - 


= -S,S0 - 


^J = 


— 27,8 + 2,2 


— 35,0 = 


-So,6 - 


--5.06 - 


'4 = 


- 27,8 + 2,3 + 25,0 = 


— 0,6 - 


=-0,06 - 
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7. FUr das im Beispiel 9 unter 98 c behandelte ungleichscbenklige 
Winkeleisen ist der Kern zu zeichnen. Der Schwerpunkt des Quer- 
schnitts und die Lage der Hauptachsen A und B sind bereits berechnet 
und in der Fig. 338 eingetragen worden. 

Für die Schwerpunktsachsen .YK hatten sich femer ergeben: 
/v = 140,58 cm*, 




Fig. 338. 
Daraus folgen nach den Gl. (61) unter 90 die Haupiträghtibmommte'. 
h +Ji =/* + /^ = 164,00, 
_ /^-/> „ "7.16 



/- 



0,87994 



= ^33.15- 
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Also /, = 148,57s cm*, 

/t = l5i4aS CIO*- 
Zeichnet man jetzt zu den in der Fig. 338 angegebenen Lagen i — i, 
a — 2, 3 — 3, 4 — 4 und 5—5 der Nulllitiie die zugehörigen Kernpunkte, 
wobei das nnter 108b beschriebeoe Verfahren benutzt werden kann, 
so erhält man, wie in der Fig. 338 graphisch au^eflihrt, die Kemlinie 
1—3 — 3 — 4 — 5. Die Hilfslinien zur Bestimmimg des Rempunktes 4 sind 
in der Fig. 338 durch Punktierung angegeben. 

8. Mit Hilfe der Kemweiten sollen für das vorige Beispiel die Rand- 
spannungen Oa und a,* unter folgenden Bedingungen bestimmt werden: 

i. Die Kraftlinie föÜt mit der Hauptachse AA zusammen. 

2. Eine Mittelkraft R von + 8,0 t Größe schneidet den betrachteten 
Querschnitt im Punkte m unter einer Neigung von 45 Giad, wobei m 
3,0 cm vom Schwerpunkte entfernt li^t 

Die der Kraftlinie zugeordnete Achse ist in diesem Falle die Haupt- 
achse BB. Die dieser Achse parallelen Nulllinien berühren den Quer- 
schnitt in den Randpunkten a und i. 

Das Moment Mt berechnet sich [nach Gleichung 113): 

J/* = (Äcos4s'')(r + *), 

worin r ^ 3 cm der Abstand zwischen den Punkten O und m, und 
worin k die den betreffenden Randpunkten gegenüberliegenden Kern- 
punkte sind. 

Daraus folgen, wenn die zugehörigen, in der Fig. 338 al^griffenen 
Kemweiten k^ und ki mit 1,75 cm ftir d und 2,3 cm flir t eingesetzt 
werden, 

Mk 

^* 

9. Fttr den unter 109, in der Fig. 337, g^ebenen Pfeilerquerschnitt, 
dessen Maße in der Fig. 339 in dem eingeschrieben sind, soll zuerst der 
Kern gezeichnet und dann sollen für eine im Funkte m angreifende, gegen 
den Querschnitt gerichtete Längskraft von 53,0 t die Randspannui^n 
berechnet werden. 

Der Punkt m liegt in einer Entfernung von 2,05 dem vom Schwer- 
punkte O — wie dies auch in der Fig. 327 der Fall war. Ebenso ist der 
Winkel, den die Richtung der Kraftlinie mit der I^Achse einschließt, gleich 
dem Winkel, den in der Fig. 327 die Kraftlinie mit der F-Achsc einschloO. 
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Die Kern weite k. 




ist mit 1,35 *^t^«> "nd k^ = — 4 
mit 1,25 dem in der Fig. 
339 abgegriffen worden. 
Daraus ergibt sich 
(nach Gl. 113) fiir die 
Randpunkte 4 und 2 



Mm 



— i8,7atm, 



Fi, 



=+3.731 



I>as sind die gleichen 
Werte, wie sie in der 
graphischen Darstellung 
der SpannungEverteiluDg 
der Fig. 337 erhalten wor- 
den sind, worin der Maß- 
stab für I atm ^= 1 mm 
gewählt worden war. 



§ 17. Schubspatmungen, Hauptspannungen 
und maßgebende Spannung. 

114. Die Schubapannungen in LängBBchnitten. 

a. Beliebiger Querschnittsumriß. Ein Stab sei in der Kraftebene 
KK beliebig belastet und alle äuOem Kräfte seien auf eine Längskraft 
P und eine Querkraft Q zurückgeitihrt worden, in der Art wie es 
Fig. 315 auf S. 338 veranschaulicht. Bezeichnet dann M das statische 
Moment der Langskraft, bezogen auf eine der Kraftebene KK zugeord- 
nete Achse X (107 b), so gilt [bei rechtwinkeligen Koordinaten) für die 
Normalspannung die Gleichung: 

P , My 

Um daraus die Schubspannung zu finden, denke man sich durch eine 
von zwei Nachbarquerschnitten begrenzte Scheibe einen beliebigen Längs- 
schnitt mm' gelegt und betrachte darauf das Gkkhgm'icht des abgeschnit' 
taten Scheibenstücies gegen Verschieben in der Richtung der Stabachse Z. 

Auf die drei Schnittflächen des Scheibenstfickes wirken folgende 
Spannungen (Fig, 340—341): 
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1. im Querschnitte die NonnalspanniiDg a, 

2. in den am äs weiter belegenen Nachbarquerschnitte eine Normal- 
spannung a -\- tia, 

3. im Längsschnitte eine Schubspannung t,. 

Die in den Querschnitten wirkenden Schubspanoimgen bleiben außer 
Betracht, weil sie qner zur Stabachse wirken. 



1 -SLiif 




Wird die Länge der Schnittlinie mm' mit 6 bezeichnet, so ist im 
Gleicl^ewichtsfalle : 

T.- b- d% =J[a + da)dF—JadF=Jda ■ dF . 

Unter der Voraussetimig, daß Querschnittsfläche und Längskra/t 
auf der differentiakn Länge da wweränderlUh bleiben, ergibt sich fUr 
irgend einen Punkt dF der Koordinaten x, y nach obiger Gleichung 
fUr o: 

worin allein M als Veränderliche anzusehen ist. 

Nach Gl. (42) unter 66b, sowie auch nach Gl. (95) unter 103 ist 

dM = Qdz 

zu setzen, wobei die Richtung von Q senkrecht zur zugeordneten Achse 
XX tu nehmen ist. Daraus folgt: 
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■ dz= % dt fydF . 

fx *' 



Di« Integration hat sich Übei die Fläche des abgetrennten Stückes 
zu erstrecken. Setzt man lydP= S und t« ■ S = 7", so erhält man 



Ö5 



("5) 



worin T die Schubkraft für die Längeneinheit der Scheibenstärke dar- 
stellt. In Worten: 

Die Schubkraft für die Längeneinheit eines Stabes und für eine im 
Querschnitt beliebig gelegte Schnittlinie ist gleich der Querkraft des Quer- 
schnittes multipliziert mit dem statischen Momente S, dividiert durch das 
Trägheitsmoment der Querschnittsßäche, ivobei die Richtung der Querkraft 
und die Ordinalen der beiden Flächenmomente auf die der Kraftünie zu- 
geordnete (mtd der Nulllinie parallele] Schwerachse tu beziehen sind. 

FUt Querschnitte mit einer Symmetrieadise treten an Stelle der zu- 
geordneten Achsen die Hauptachsen (107). 

Die Art der Verteilung von t, über die Schnittbreite b ist im all- 
gemeinen unbestimmt. Nur für ^«cAf »((-Querschnitte und flli darin 
parallel zor X-Achse geführte Schnittlinien läßt sich eine gleichmäßige 
Verteilung von Tx über die Breite b nachweisen (Fig. 34»). 
b. Rechteckiger Umriss des Querschnittes. 

Weil nach Gl. (115] die Schubspan- 
nungen allein durch die senkrecht zur X- 
Achse wirkende Querkraft beeinfluOt wer- 
den, so darf angenommen werden, daß 
in allen Längsschnitten, die parallel zur 
A'Z-Ebene liegen, unter der alleinigen 
Wirkung von Q gleiche Formänderungen 
auftreten oder mit andern Worten, daQ 
alle Formänderungen und Spannungen 
von der Ordmate x unabhängig sind. 
T, kann deshalb für alle Punkte äF der 
Schnittlinie mm' gleich groß angesetzt 
werden. 

Für ein Rechteck der Höhe za und 
1 Schnitte mm\ der die Ordinate e hat, erhält 
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der Breite li, bei 1 
man danach: 
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5 = (.-.) .*(< + "-') 
uod 

/ = -■ 26. [la]^ 

ist. Setzt man noch 

4ai = F, 
so erhält man 

-»(-?)■ <-) 

ns- Die Schubspannungen in Querschnitten. 

Wie (unter 103) nachgewiesen wurde, kann eine reine Biegung nur 
in soldien Querschnitten vorkommen, für welche die Querkraft ver- 
schwindet oder die durch eine in unendlicher Ferne angreifende un- 
endlich kleine Längskrafl belastet sind. Im a%emeinen setzt sieb also 
jede Biegungsspannung aus einer Normalspannang a und einer Schub- 
spannung T zusammen. Von t wissen wir vorderhand nur, daß 

und [117J 

wenn t^ und i> die Seitenkräfte einer Schubspannung t vorstellen 
(Fig. 343} und wenn außerdem irgendwelche quer zur Kraftebene ge- 
richtete äußere Kräfte nicht vorausgesetzt werden. 

Über die Art der Verteilung von % über den zu betrachtenden Quer- 
schnitt, sowie anch über die Richtung von z ist vorläufig nichts be- 
stimmtes auszusagen. Es läßt sieb nur nachweisen, daß die Richtung 
von T, der Mittelkraft von Tx und ly, in allen Umrippunkten des Quer- 
schnittes tangential verlaufen muß. Der Beweis hierfiir folgt aus der 
Betrachtung des Gleicl^ewichtes eines unendlich kleinen Prismas, dessen 
eine Kante in die Umrißtangente tt fallt (Fig. 344). 

Wäre die Richtung von t nicht tangential in m, so ließe sich r in 
zwei Seitenspannungen zerlegen, von denen die eine [vr] nach dem 
Krlimmungsmittel des Punktes m, also senkrecht zur Prismenkante in 
m gerichtet sein müßte. In diesem Falle wäre aber — wie unter 101b 
nachgewiesen — ein Gleichgewicht des Prismas gegen Drehen nur dann 
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möglich, wenn auch in der Mantelfläche des Stabes, und zwar in der 
Richtung der Stabachse, eine Schtibspannung wirken würde, die t, an 
Größe gleich käme. Kne solche Schubspannung kann aber nkhi vor- 
handen sein, weil nach unseren Voraussetzungen außerhalb der Kraft- 
ebene ii^endwelche äußere Kräfte in der Staboberfläche nicht auftreten 
sollen. Damit ist bewiesen, daß j im Umfange des Querschnittes eine 
tangentiale Richtung haben muß. 

t. 





Fig- 344- 

In Querschnitten, die zur 
~x KKfyOT/n«/r/ji-Äsind{Fig, 345), 
treffen sich die in zwei gegen- 
überliegenden Funkten m und 
m' des zur X parallelen 
Sclmittes mm' gezogenen 
Tangenten in einem und 
demselben Funkte t der I- 
Achse. Außerdem darf aus 
Gründen der Symmetrie an- 
genommen werden, daß die 
Richtungen aller Schubspan- 
nungen t in Funkten der F-Achse mit dieser zusammenfallen. Danach 
sind in den drei Punkten tn, l und m des Schnittes mni die Rich- 
tungen von T bekannt und es liegt nahe, für einen beliebigen andern 
Punkt i der Schnittlinie die Richtung der dort wirkenden Schubspan- 
nung X aus der Annahme zu bestimmen, daß auch sie durch den 
zur Schnittlinie gehörigen Festpunkt / verläuft. Ein Beweis für die 
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Richtigkeit dieser Annahme kann nicht angegeben werden; in praktischen 
Fällen wird man aber, ohne einen erheblichen Fehler zu b^ehen, damit 
rechnen dürfen. 

Unter obiger An- 
nahme — und unter Be- 
zugnahme auf die in der 
Fig. 345 eingeschriebe- 
nen Bezeichnungen — er- 
hält man für die Seiten- 
schubspannungen Tjc'imd 
T, folgende Werte. 

Es ist 

und daraus 



Setzt man die Länge 
der Schnittlinie 



so hat man femer: 

tangy =y 




Ftir <p =s Null, d. h. allgemein für tinen Umrißpunkt, dessen Tangente 
der Y-Achse parallel läuft, ergibt sich: 



Ti verschwindet danach am Umfange aller derjenigen Querschnitte, deren 
Umriß entweder ein Rechteck mit zwei der Kraftlinie parallel laufenden 
Seiten zeigt oder aus solchen Rechtecken zusammengesetzt ist (Fig. 346). 

Dabei ist zu bemerken, daD fllr solche Schnitte, deren Richtung 
mit der Tangentenrichlung zusammenfällt (wie z. B. uim' in der Fig. 346), 
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h gleich Null und tang^i =^ oo wäre. Das gäbe fUr %x unendlich 
große Werte. Solche Schnitte dürfen nicht gelegt werden, weit sie 
außerdem widersprechende Ergebnisse liefern, insofern als sich fUr die 




Fig. 346. 

Rondpunkte ni und m', in denen die Tangente an den Umriß parallel 
zur YY gelegt werden kann, %x ^ Null ergibt. 

Um die Schubspannungen in den Randpunkten der mm berechnen 
zu können gibt es einen andern Weg: Man legt Schnitte tt parallel zur 
YY und berechnet dafür nach Gl. (115) zuerst t, im ZängstehnUte aus 

.. = '^, 
■ u. ' 

wobei man eine gleichmäßige Verteilung über die Schnittbreite b an- 
nehmen darf, wenn diese nicht sehr groß ist, wie dies z. B. bei allen 
Querschnitten von Bauformeisen — den sog. Normalprafilm — der Fall 
ist. Tj darf man aber gleich t, seuen, weil (nach 101b) die Sckub- 
spannung t, im Punkte dF eines Querschnittes mit der in dem anstoßen- 
den Flächenleikhen eines Längichnittes auftretenden Schubspannung x^ 
gleiche Größe hat. 

Somit darf für die In Fig. 346 dargestellten und fiir gleichartige Quer- 
schnitte die Schubspannung ty aus 

, -Ol 



*/. 



(■■9) 



berechnet werden, vorausgesetzt, daß einerseits die Schnittbreite h nicht 
sehr groß und anderseits der Querschnitt auf der Strecke dz der be- 
trachteten Scheibe nicht veränderlicli ist (114a} '. 

* Mohr, Beiting zur Theorie der HoU- und EiseDkopslruktion. Enthält u. o. 
ein Verfahren zur graphischen Darstellung der %'erteilung der SchubspoDDUngen im 
Querschnitt. Zeitschr, des Arch.- u. Ing.-Ver. lU Hannover. 1877. 
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Bei gegebener Belastung und für einen bestimmten Stabquerschnitt 
hängt also die Schubspannung allein von 5 ab. Deshalb erhält man 
die größte» Schubspannungen für einen Schnitt, der mit der zur NuUUnie 
parallelen Schwerachse zusammenfällt. Je näher der Schnitt am Rande 
liegt, desto kleiner wird c, um in denjenigen Kandpunkten, die in einer 
Parallelen zur Nulllinie liegen, zu verschwinden. 

In prismatischen Stäben erleidet derjenige Querschnitt die größten 
Schubspannungen, fUr welchen die Querkraft am größten ist. Ist der 
Stab an seinen Enden gestützt, so ist das Verhältnis zwischen der 
Stützweite und der Querschnittshöhe in der Kraftlinie von Einfluß auf 
die Größe von j. Vergl. das Beispiel i unter 121 a. 

In praktischen Fällen genügt es meist, nur die Schubkraft T eines 
Sc/iniltes für die Längeneinheit des Stabes in Ansatz zu bringen, nach 
der Gl. (115] also 

J 
anzuschreiben. Vergl. die Beispiele unter 12Ia. 

116. Normal- und Schubspannungen in Schragscbnitten. 

Wie (unter 3e) schon angedeutet worden ist, handelt es sich bei der 
Berechnung von Baukonstruküonen meist um zusammengesetzte Fälle 
der Festigkeit. Diese darf man erfahrungsmäßig auf Grund des Gesetzes 
von der gegenseitigen Unabhängigkeit der Kraftwirkungen derart lösen, 
daß man sie in die einfachen Fälle zerlegt und die in einem Quer- 
schnittspunkte dF erhaltenen gleichartigen Spannungen addiert Nach 
erfolgter Addition erhält man somit im betrachteten Punkte zwei Gruppen 
von gleichartigen Spannungen, Normalspannungen und Schubspannungen. 
Ehe man aber, durch entsprechende Zusammensetzung der Normal- 
und Schubspannungen, eine fi'.r tiie Berechnung iiiaßgebemle Spannung 
erhält, die als Maß für die Wahl der zulässigen Spannung oder des 
Sicherheilsgrades (J und 12J zu dienen hat, bedarf es noch der Beant- 
wortung einiger Fragen, die im vorigen noch nicht berührt worden sind. 

Bislang haben wir Biegungsspannungen nur in Quersehnittspunktea 
und Schubspannungen nur in Qa^/schnitten und Zäw^schnitien be- 
trachtet. Es fehlt also noch die Berechnung oder Darstellung beider 
Arten von Spannungen in einem beliebigen Punkte m eines Schrägschniltes. 
Im besondem wird zuerst die Frage zu beantworten sein, für welche 
Lage des Schrägschnittes die Spannungen im Punkte m ihre Grentwerte 
erreichen. Erst wenn die Grenzwerte gefunden worden sind, kann 
man der letzten Frage näher treten, die das Festlegen einer für die 



374 



Vierter Abschnitt. SpannaDgen in geraden StSben. 



maßge- 



Bcurteilung der Sicherhdt des betrachteten Konstruklionsstabes i 
benden Spannung zum Gegenstande hat. 

Wir wollen die angeregten Fragen zunächst für den Fall der z 
gesetzten Biegung beantworten und dabei von den flir irgend einen 
Querschnittspunkt m berechneten Spannungen a und % au^hen 
(Fig. 347)- 

Man betrachte ein unendlich kleines Prisma, dessen Kante ab in 
die Quifrschnittsfläche tt fdllt, während die Kante ac der Stabachse ZZ 
parallel ist. Die Kante bc, die in einem beliebig gelegten Schrägxhmit 
liegt, schlieDe mit der 
; ac den Winkel o ein. 
Denkt man sich auQei- 
dem die Prismafläche 
abc so gestellt, daß 
die Scimbspannung r 
da Qutrschmttes mit 
ihr zusammenfällt^ so 
wird im Falle des 
Gleichgewichts — wie 
7 unter 101b schon be- 
wiesen wurde — auch 
in der zur Z-Achse 
parallelen Prismafläche 
eine Schubspannung t wirken müssen, weil anders die Summe der sta- 
tischen Momente aller in den Schnittflächen auftretenden Spannungen 
in Bezug auf den Angriffspunkt «' der Biegimgsspannungen ff' und % 
des Schrägschnittes nicht Null sein kann. 

Nimmt man, wie es für die Rechnung becjuem ist, den Inhalt der 
unendlich kleinen Fläche des Schrägschnittes bc gleich der Einheit an, 
so darf die Fläche ab ■ \ = \ • %\x\a und die Fläche äi" ■ i = i ■ cosor 
gesetzt werden. 

Die Gleichgewichtsbedingung für die Richtung der Z-Achse lautet 
demnach: 

<r' sina -|- x' cos« — ff (sin a) — r (cosa) = o. 

Desgleichen für die der Kante ab parallele Richtung: 




Fig> 347- 



Daraus berechnen sich a' imd r' mit: 
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a ^ cos 2a + X siaia 

und ^120} 

I = — sia2a + r cos 2 a , 

wobei die Werte asina coaa und cos'a — ain'a durch die entspre- 
chenden Ausdrücke sin 3« und cosa« ersetzt worden sind. 

Wir fragen jetzt zueist, für welche Lage des Schrägschnittes erreicht 
a' seinen Grenswert'i a' ändert sich mit er. Die Abgeleitete nach a 
— gleich Null gesetzt — ergibt: 

o=s 2 — sinaa + ar cos 2 or 

oder (im Hinblick auf Gl. 120) 

' o ^ — sin a a + r cos a o ^ r' , 

t' mup also versehwinden, t/m & zu einem Grenzwerte tu machen. Das 
geschieht, wenn 

tangaa = (iji) 

wird. Wenn aber t' verschwindet, bleibt von der im Punkte m' des 
Schrägschnittes wirkenden Biegungsspannung nur die Normalspannung 
max o* übrig. 

Weil es femer immer swei um 90° von einander verschiedene Winkel 
er gibt, die der Gl. (121J genügen, so wird es auch immer zwei um 90° 
gegen einander verdrehte 5ir^rii^chnicte geben, ttir welche die Biegungs- 
spannungen in reine Normalspannungen übei^hen. Diese beiden Normal- 
spannungen nennt man Hauptspamtungen und ihre Xicklvngen die Haupt- 
richtungen. 

Wir wollen nunmehr die Mittelkraft von a' und t* in den Kreis 
unserer Betrachtungen ziehen und im besonder» ihre Beziehungen zu a 
und T, sowie auch zur Lage des Schrägschnittes darstellen. 

117. Die Spannungsellipse. 

Das vorige Prisma werde beibehalten (Fig. 348). Im Querschnitts- 
punkte m wirke die Spannung r, als Mittelkraft aus a und r, desgleichen 
im Punkte m des Schrägschnittes die Spannung r , als Mittelkraft von a' 
und t'. In der zur Z-Achse parallelen Prismaflächc bleibt dann noch 
die Schubspannung c. 

Man zerlege / in zwei Seitenkräfte Y und Z, von denen die erste 
parallel zu r und die zweite parallel zur Stabachse gerichtet ist. Behält 
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man dann die Tür die Inhalte der drei Schnittflächen vorhin gemachten 
Annahmen bei, so erhält man folgende Gleichgewichtsbedingungen : 

Z ^% (cos a) , 



Weil sin'a + cos'os= I 
ist, folgt schtieOlich 




Fig. 348. 



■ ("^) 



Dieser Ausdruck ist rfiV GUic/iung einer EUipit bezogen auf ihre zu- 
geordneten Durchmesser als schiefwinklige Achsen Y und Z. Danach 
läßt'sich folgender Satz aussprechen: 

Wenn die im Punkte in' beliebiger Schrägschnitte auftretende Spannung r 
nach ihrer jedesmaligen Größe und Richtung durch eine von m' ausgehende 
Strecke dargestellt wird, so liegt der Endpunkt aller dieser Strecken i» 
einer Ellipse, der sog. Spannungsellipse, von welcher zwei sugcordnctc 
Durchmesser die Richtung von r und r haben. 

Wenn man nun envägt, daß im Grenzfalle die Funkte ni und m' 
des betrachteten unendlich kleinen Prismas zusammenfalten, so hat man 
in der Spann ungsellipse ein einfaches Mittel, um im Funkte m flir jeden 
durch ihn gelegten Schrägsdmiit Größe und Richtung der Spannung r 
und damit auch von a' und t' darzustellen. 

Wie unter 116 bewiesen wurde, sind die Grenzwerte von a' Normal- 
Spannungen. Daraus ergibt sich ohne weiteres der Satz: 

Die Achsen der Spannungsellipse sind die Hauptrichtungen, in denen 
die Hauptspannungen liegen. 

Für den allgemeinen Spannungszustand {^'Qh) kann inan bei gleichem 
Vorgehen nachweisen , daO die Spannung in einem beliebigen Pimkte 
als Strecke aufgetragen durch die Pahrstrahlen eines sog. Spannungs- 
eliipsoides dargestellt werden kann, in dessen Achsen die Haupt- 
Spannungen liegen. 

118. Die Hauptspannungen. 

Wir nehmen jetzt eine solche Lage eines Schrägschnitles an, für 
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welche r in eine reine Normalspannung Übergeht (Fig. 349). Die In- 
halte der Schnittflächen des Prismas werden wie vorhin mit i , sin « 
und cos« angenommen. Dann ergeben sich die Gleichgewichtsbc- 
dingungen : 

/ coso — T sino = o 

r sino — (ff sin« + r cosa) = o . 

Durch Division mit cos« erhält man daraus 



Das gibt: 

T / — ff 
oder nach r' aufgelöst: 




■M". 



Es sind zwei Hauptspannungen r' vorhanden, deren Richtungen sich 
um 90° unterscheiden. Sic sollen ff[ und a\\ genannt werden. Danach 
ist anzuschreiben: 

o 1/0'" . ("3) 

ffi -f- ffii = ff . 
Man erkennt ohne weiteres, daß 

ffi ein Zug, 
Oll ein Druck 

ist. Denn, gleichviel ob % positiv oder negativ ausfällt, ffi fällt stets 
positiv und ffn stets negativ aus, derart daO ihre algebraische Summe 
gleich ff wird. Dabei ist a\ der größte und a\\ der kleinste Wirt einer 
Hauptipannung, 
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SchlieDlich bleibt noch zu beachten, daD das t' unter dem Wureel- 
zeichcD der Gleichungen (123) im allgemeinen t i + t) zu setzen ist, 
weil nach unseren Annahmen die Prismailäche aic in die Richtung der 
Schubspannung t des Querschnittes fallen sollte. In den meisten prak- 
tischen Fällen darf Tx vernachlässigt werden, für diese geht also t in 
Ty ^ T, über (115). 

ng. Die Hauptschubspannungen. 

Darunter versteht man die gröQten Schubspannungen, die überhaupt 
in einem Schrägschnitte vorkommen können. Die Lage solcher Schräg- 
schnitte wird festzulegen sein. 

Fig. 350 stellt die Ansicht eines unendlich kleinen Prismas dar. Die 
Kante ai liege in irgend einem Schrägschnitt, der von den Spannungen 
a' und T beansprucht wird, die Kanten 
de und ac sollen dagegen in Flächen 
fallen, die von Hauptspannungen ei^ffen 
sind. Der Winkel ac^ ist also ein 
rechter; der Winkel iae sei ß. 

Wenn die difFerendale Schnittfläche 
ab =s i gesetzt wird, lauten die Gleich- 
ge Wichtsbedingungen nach den Rich- 
tungen von ff" und t': 

& = (ff| sinj?)sin(S + (ffn cosiS)cos/?, 




r' =: {ff] cos/^)sin/3 — (flu s 
Das gibt: 



n^) cos/? . 



: Öl sin' [i -\- ffii cos' ß , 
/Ol ~ Oll\ . „ 



(t24) 



i' erreicht seine Grenzwerte für sin iß = -\- i , d, h. für 

aß = 90° und ^^o° 
oder 

ß = 45° "id 135° . 

Dies Ei^ebnis lautet in Worten ausgedrückt: 

i"« Fläcktn ai, in denen dU Schubipannungtn ihre Grcn^verte er- 
reichen, halbieren die iVvikel swischen den Hauptspannungen. 

Bezeichnet man diese HaupUchubspannungen mit ti und Tn , so erhält 
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man, wenn die Werte der Hauptspannungen aus Gl. (123) in Gl. (124) 
eingesetzt werden, 



für 2ii = 90° : n = + y— + r' 

("5) 



^ß=2^o'^: n, = — |/^ +t'. 



Auch hier wolle man, wie unter 118 besonders hervorgehoben worden 
ist, noch beachten, daß t' unter dem Wurzelzeichen allgemein gleich 
T% -\- rj zu setzen ist (115). 

I30. Die maßgebende Spannung. 

a. Einfache und zusammengesetzte Belastungsfälle (99a). 
Die einfachen Fälle der Festigkeit, die in § 15 behandelt wurden, ge- 
statten die unmittelbare Festsetzung einer für die Beurteilung der Sicher- 
heit eines Konstruktionsstabes maßgebenden Spannung (3e und 7). Denn 
in allen diesen Fällen liegt ein linearer Spannungszustand vor, in wel- 
chem, solange die Proportionalitätsgrenze (4c) eingehalten wird, S^an- 
nuHgen, Dehniingen und Ghitunge» proportional zueinandtr wachsen. 
Die berechneten größten Normal- oder Schubspannungen sind also bis zur 
genannten Grenze von gleichem Eintlusse wie die zugehörigen Dehnungen 
und Gleitungen. Deshalb sind sie zugleich auch maßgebende Spannungen, 
und wenn sie die sulässigen Grenzen (7) nicht überschreiten, ist dabei 
die Sicherheit der Konstruktion (12) ausreichend gewahrt. 

Anders liegt die Sache bei zusammengesetzten Belastungs fällen. Hier 
wachsen Spannungen und Formänderungen, auch innerhalb der Propor- 
ti onalitätsgrenze, nicht proportional miteinander und es ist dabei auch nicht 
bestimmt zu sagen, welche Ursachen in erster Linie den Bruch in irgend 
einem Punkte bedingen. Es wurde zwar (unter 3) gesagt: * Unter Festig- 
keit eines Körpers oder Baustoffes versteht man diejenige Spannungs- 
grenze, bei welcher seine Zerstörung beginnt^, aber von dieser Erklärung 
werden die eigentlichen Ursachen der Zerstörung nicht berührt. 

Coulomb, der zuerst auf die Bedeutung der Schubspannungen bei 
der Biegung aufmerksam gemacht hat (S. 80) war der Meinung, die Zer- 
störung sei eine unmittelbare Folge der eintretenden Gleitungen oder 
Schiebungen (5). Seine Meinung wird aber heute allgemein nicht mehr 
geteilt, denn wenn Coulomb recht hätte, so würde ein allseitig unter 
gleichmäßigem äußern Gas- oder Wasserdruck gesetzter Steinwürfel durch 
keinen noch so hohen Druck zerstört werden, weil bei solcher Art der 
Beanspruchung des Steines dessen Gestalt sich immer ähnlich bliebe 
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UDd deshalb in ihm nirgendwo Winkeländerungen oder Gleitungen auf- 
treten könnten. 

Auch die früher weit verbreitete Ansicht, wonach die HaupUpannungen 
bei Überschreitung der Festigkeitsgrenze unmittelbaf den Bruch herbei- 
führen, findet nur noch wenig Zustimmung. 

Die meisten Anhänger zahlt wohl heute eine, besonders von Foncelet, 
DE Saint-Venant und Grashof verfochtene neuere Anschauung, nach 
welcher die Bruchgefahr von den Havptdehnungen abhängig ist. Mit dieser 
AnschauuT^ wird man vorerst rechnen müssen, solange bis sie etwa 
durch die Ergebnisse einwandfreier Versuche mit belasteten Baukörpem 
berichtigt werden sollte. Neuerdings hat auch Mohr' einen ausge- 
zeichneten Beitrag zur obigen Frage geliefert, auf dessen beachtenswerte 
Einzelheiten wir hiermit verweisen. 

b. Vergleich des allgemeinen Spannungzustandes mit dem 
linearen. 

Wie (unter 117) dai^elegt worden ist, liegen beim allgemeinen Be- 
lastUDgsfalle die Hauptspannungen und Hauptdehnungen in den Achsen 
des Spannuiigstlüpsoides. Jede der drei Hauptspannungen erzeugt eine 
Längsdthrtung in der Richtung der eigenen Achse, gleichzeitig aber 
auch Querdehnungen in der Richtung jeder der beiden andern Haupt- 
achsen. Deshalb wird es nötig werden, die Gesamtdehnungen — das 
sind die Hauptdehnuiigen — nach jeder der drei Hauptachsenrichtungen 
miteinander zu vergleichen, um zunächst die größte darunter zu finden. 

Sind wie früher 0|, (Tu, Cm die Hauptspannungen und aj, an, cui 
die zugehörigen Hauptdehnungen [abgesehen von ihrem Vorzeichen), so 
erhalt man nach dem Elastizitätsgesetz (4) unter Berücksichtigung der 
erwähnten Querdehnungen (5a): 

b. \ m ) 

«n = -'- /ffii ~ ~ (f^l + "'")[ (^*6) 



* Mohr, Welche Umstände bedingen die ElMtlzitltsgrecie nnd den Bruch eines 
Maleiials? Zeitscbr. d. Ver. dentscb. Ing. 1900. — Aaf Mohk's Arbeit stutzt sich 
folgende von der Känigl. Techn. Hochscbnle id Berlin genehmigte Dissertation mr 
ErlsDgnng der Würde eines Doktor-Ingeaieurs : Paul Both, Die Festigkeitstheorien 
nnd die von Ihnen abbingigen Formeln des Maschinen bmes. 
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Einer der drei Werte der Gl. {126) wird der größte und deshalb flir 
isotrope Körper als der für die Seurteilong der Sicherheit maßgebende 
Wert anzusehen sein. Im allgemeinen wird aber nicht der größte, 
sondern der gefährlichste Wert von a maOgebend sein, d. h. derjenige 
Wert, der in anbetrachi der vorliegenden besondern Festigkeitseigenschaflen 
des betretenden Stoßes die Bruchgefalir zuerst herbeiführen wird. 

Um schließlich die maßgebende Spannung zu erhalten^ führt man den 
betrachteten aÜgetneinen Formänderungszustand auf einen gleichwertigen 
linearen Zustand turiick, indem man die maßgebende Hauptdehnung des 
einen gleich der Längsdehnung des andern setzt. Bezeichnet man die 
maßgebende Spannung mit a„a und die maßgebende Hauptdehnung 
mit a^a, so folgt nach dem Elastizitätsgesetz: 

a„a = E ■ ß„j, (127) 

wobei flir ««« einer der drei Werte der Gl. (136) einzusetzen ist 

c. Ebener Spannungszustand. 

I. Setzt man die Hauptspannungen Oi und 011 ans den Gl. (123) in 
obige Gl. (126) ein, so erhält man: 



' a ± 'fL±J. Ya' + 4t' • 



Der größern Sicherheit wegen ist für die Poissonsche Zahl (S, 8) der 
größere Wert 4 zu nehmen. Dann ergibt sich: 

o«.. = J- ö ± "l V'«J' + i" ■ (129) 

Damit ist für zusammengeseUte Fälle der Biegung (Biegung mit Ab- 
scherung oder Torsion, oder mit Abscherung und Torsion) die Berech- 
nung einer Spannung im Funkte m eines beliebigen ^fArii^fschnittes auf 
die Berechnung der Spannungen im Punkte ni eines Qaerschnittes zu- 
rückführt. 

2. Bei reiner Schubspannung, wenn also a verschwindet, ergeben 
sich die Hauptschuhspannungm nach GL (125) zu 

(130) 
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Soll also die zulässige Schubspannung nicht größer, sondern htx^stens 
gleich der zulässigen mat^ebenden Spannung a„a werden, so muß 



gemacht werden. 
Es ist aber 



Setzt man darin die Werte von ffi und an aus GL (131) ein, so 
gibt das 

Oma = r + — T 
oder 



Für m = 4 also : 



(133) 

Hat man also für die zulässige Nonnalspannung a„t irgend eine Zahl 
festgesetzt, so würde man im gleichen Belastungsfalle bei reiner Ab- 
scherung nur 3 davon ab zulässige Schubspannung in Rechnung stellen 
dürfen. Diese Regel wird aber in praktischen Fällen nicht immer ein- 
gehalten. Es wird vielmehr bei Berechnung von Eisenkonstruktionen 
sehr häufig tfie zulässige Spannung fitr Sclivb und Zug gleich groß an- 
gesetzt. Auch in den folgenden Beispielen ist dies stets geschehen. 
131. Beispiele. 

a. Schubspannungen bei der Biegung. 

1. Bei welchem Verhältnis der Stützweite / zur Höhe h wird ein 
Kiefemholzbalken von rechteckigem Querschnitte bk unter einer gleich- 
mäßig verteilten Be- 
lastung f für dieLängen- 
einheit des Balkens, 
durch die Schubspan- 
nungen in Längsschnit- 
ten zerstört werden 
können, wenn die Noi- 
malfestigkeit des Holzes 



4 



V 
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(oach der >Hütte< I. S. 352} durchscimittlich zu 500 atm, und die 
Schubfestigkeit parallel zur Faserrichtung zu 50 atm angenommen wird ? 
Die größte Querkraft Q wird über den Stützen und das größte 
Moment M in der Balkenmitte auftreten. Nach 67a ist 



Die Randspannung a berechnet sich zu 

_ M _ 6- qP 
" ~ W~ Z-bk"' 

Die größte Schubspannung findet (nach 115) in der Nulllinienschicht 
statt and sie beträgt [nach Gl. 116) für den rechteckigen Querschnitt 

2F 4M 

Bezeichnet nun n das Verhältnis zwischen der Normal festigkeit und 
Schubfestigkeit des Holzes (bei Annahme des gleichen Sicherheitsgrades], 
so tritt für Bi^ung und Abscherung gleiche Gefahr der Zerstörung ein, 
sobald die Schubspannung den Wert 



erreicht. Im vorliegenden Falle ist ti = - — = 
Aus der Gleichung 



40 ■ b/i' 4 ■ ^A 
berechnet sich also das gesuchte Verhältnis von -—, d^i weUhtm die 

Schuispannung in der Nulllimemchicht alleinige Ursache der Zerstörung 
werden kann. Das gibt 

{<- 

Bei den gebräuchlichen Abmessungen der Holzbalken fällt die Balken- 
höhe fast immer viel geringer aus, als ein Zehntel der Stützweite. In 
der Regel darf man deshalb die Schubspannungen bei der Berechnung 

vernachlässigen. 
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a. Für die in den Beispielen 3 und 4, unter 113 behandelten Blech- 
träger ist die Entfermmg der wagerechten Niete lU berechnen, die not- 
wendig sind, um die beiden Gurtwinkel (D. N. P. Nr. 7,5 von 1 cm 
Starke) sicher mit dem 1 cm starken Stahlblech zu verbinden. Dabei 
soll i] axii Abscherung a) auf Siauch/in/ci 

/'l """>^"" ---^- 1^ gerechnet werden. 

Nach der Gl. (115) unter 114 beträgt 
die Schubspannung für die Längeneinheit 
des Trägers 




wobei die Schnittlinie //' (in der Fig. 353 
rat gezeichnet} den gesamten Gurtquer- 
schnitt vom Stehblech trennt. Ist nun r 
die gesuchte Nietenifemung, so entfällt 
auf eine Nietteilung die Schubkraft T ■ e. 
Fig. 352. Dieser muO ein Niet widerstehen und 

dabei dlirfen seine beiden in der Schnitt- 
linie liegenden Nietquerschnitte nicht über die zulässige Grenze % hinaus 



beanspnicht werden. 
Niete den Ansatz: 



Das gibt für die vorliegenden, sog. sic^-ischnittigen 



QSe ^ 
J 



.d'jt.J 



Das Niet kann aber auch durch Stauehdruck zerstört werden (105b). 
Um das zu untersuchen, ist der Widerstand eines Nietes gegen Stau- 
chen gleich der gesamten Schubkraft zu setzen, Also 

oder 

' QS 

worin s der zulässige Stauchdruck und d die Stehblechstärke ist. Wird 
s = 2T angesetzt (nach S. 336), so erhält man aus den beiden Gl. (1} 

und (2) 
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für Abic/uren: 



QS 



4} für Stauchin : e = -, - 

Beide Werte von e werden gleich groß flir 

i,57rf" ^ 20 ■ d 
oder flir 

d= 1,2-1 8. 

Weil nun bei genieteten Trägem dei Nietduichmesser d in der Regel 
nicht kleiner als die doppelte Blechstärke S gemacht wird, so folgt all- 
gemein: 

ZweischmtÜge Nietverbindungen sind auf Stauchdruck au berechnen, 
wenn der Nietdurchmesser größer als etwa i,itnal Blechstärke ist. 
Im vorliegenden Falle ergibt ilch (nach dem Beispiele 4 unter 118): 
mu G = 13450 kg 
J= 69479 cm* 
S = a8,a • 35,a9 + ao - i ■ 38,0 — 1173 cm^, 

Darus fOi t = iioo atm. 

305707600 _ . ^ 
'"l7l^i85^ 
3. Wie groß ist im vorigen Falle die Entfernung der senkrechten 
Niete, mit denen die Guitplatte an die Gurtwinkel geschlossen ist? 

Die Schnittlinie ist hier waguecht zwischen Platte und Winkeln zu 
legen. Es kommen dann in der Linie ewei Nietquerschnitte lu liefen, 
jedoch gehört zu jedem Niet nur ein Querschnitt Die Niete sind hi^ 
also einschnittig. Für sie erhält man für Äbscherung wieder den Ansatz 
aus der GL 3) 

\,^1%d'J 
QS ' 

«orin das statische Moment S sich auf den vollen Querschnitt der 
Guitplatte bezieht. 

Weil der Stauchdruck hier auf swei Niete übertragen wird, so geht 
Gl. 4) fUr Stauchen über in: 

_ ^tSdJ 
'- QS ' 

sodaQ beide Werte von e hier flir 

Uehrteni, St&dk der Baukooitnilitigiuii. I. 3( 
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gleich groß werden. Weil aber nach vorigem in der Regel 

so folgt allgemein: 

EtHscitUtiige Nietverbinäungen sind auf Abscherwig zu berechnen. 
Für die im Torigea Beispiel bennUten ZtUenwerthe von Q imd J md tat 

S= ao- I • 38,0 = $60 cm^ 

erhUt üMD schließlich: 

753»«» 

Aus pralctJEchen GrQnden aber, namentlich um ein Federn oder Trennen 
in den Verbindungsfiigen zu vermeiden, werden die Nietentfemungen e 
in der Regel etwa 

genommen. 

b. Biegung mit Torsion zusammengesetzt 

4. Eine in ihrer Mitte durch ein Schwungrad vom Gewichte G be- 
lastete zylindrische Welle vom Durchmesser ir (Fig. 353) erleidet (ab- 
gesehen von dynamischen Wirkungen) bei ihrem Antriebe eine Verdrehung 




Fig. 353- 



info^ der Zapfenreibung in ihren Lagern A und B. Wie groß ist die 
für ihre Berechnung maßgebende Spannung im gefährdeten Querschnitte 
der Welle, wenn der Zapfendurchmesser gleich | des Weliendurchmessers 
ist und wenn die Zapfenreibungszahl gleich 0,3 gesetzt werden darf? 
Jeder Punkt der Randfaser des Querschnittes in der Mitte dar Welle 
erleidet dreierlei Spannungen: 
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Q G 
Abscherung: «■,^-^ = ?, 

G_ 3 

. ^, , ^^ ■ 2-^« "' » '"'*■*'' o,i5G 
nach Gl. (93) Torsion: r,^— 5= 5 ^ ;—, 



Setit man: 

to «rhilt nun 

T, •= 33 «im 

Danas * b 33 -|- 10 = 42 mtm. Aas der GL (139] 

findet man sehlielUieh: 

c Biegung mit Abscherung zusammengesetzt. 

5. In der Fig. 354 ist in der Ansicht und im Gnmdiifl [scbema- 
tisch) eine Knotenverbindung eines Keftengurtes daigesteUt, wie er z. B. 
in Untergurten von ameiikanischen Fachwerkträgern vorkommt £3 sind 
auf jeder Seite der Gurtes fünf wagerecfate Kettenstäbe U vorhanden, die 
alle über einen Balzen geschoben worden sind. Außerdem greifen an dem 
Bolzen noch an: zwei lotrecht gestellte Stäbe Fund zwei unter 45° geneigte 
Stäbe D. Sämtliche Stabkräfte, die am Bolzen Gleichgewicht untereinander 
halten, sind in der Fig. 354 ihrer Größe nach eingeschrieben, ebenso 
(in cm] die Abstände der Stäbe untereinander. Zu berechnen ist die 
Bohenstärkt d= zr. 

Zerlegt mu Z> -e 8,5 t nach den Aclueit .ATy in t^e SeitenkrlAe, m erhilt 
man Z>r = Z>^ >= 6 t. 

Am Balunenät bd a, munittelbar neben dem enten Kettenstabe, findet loan 
0* = fit 

alto ränt Aitcktrtmg, mid dafOr, wenn die zulSssige Scbnbtpumang fOr Stahl gldch 
I t/qcm geietit wird, 



'=!/!- 



1^8« 
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/» der Bclnenmiltt bei m tritt reine BiigUHg tuf, denn et Ist : 
QxT=i%—\a — 6^o 

jtfx — ( iS — 13) 14 — 6 ' 8 V 36 cmt 
M,^6 (8— sl — 18 cml 

M — y^T"^ ■= Vsfi* + »8« » 40,25 cmt. 
Man erhUt duuch: 




^■K' 354- ^^' maßg*imdt Spa»- 

nmig ir„„ in be- 
Tcchnen. Nimmt man an, dafi r hier gleiche StKike behtlt wie in Gl. i), ta ist 
uznichreiben: 

e ^ 1000 atm 



'..-'-^^\Y^^^^ 
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Sollte diese Spannuiig (ib emem andern Falle) höher ausfallen, so 
maßte der Bolzen stärker gemacht und die Rechnung so lange wieder- 
holt werden, bis man die fUr den Fall passende zuliissige maOgebende 
Spannung erhalten bat 



§ IS. Normal- und Schnbspannongen in elastisch 
ui^leich widerstehenden Querschntttzonen. 

133. Allgemeine Erklärungen. 

a. Spannungen und Dehnungen in Steinquerschnitten. 
Die bisherigen Berecbnmigen gingen einerseits von der Voraussetzung 
ebener Querschnitte aus [100a}, andererseits fiiOten sie auf dem Elasti- 
»itätsgeietz , wonach Spannungen und Dehnungen in alkn Qutrschmtts- 
punkten in gleichem Verhältnis zueinanäer stehen. Deshalb bildeten 
Querschnittslinie und SpannungsUnie in Längsschnitten je eine Gerade 
(Fig. 307). Wenn man nun auch bei allen Spannungsberechnungen und 
auch für alle Baustoffe die Voraussetzung ebener Querschnitte beibehalten 
darf, weil an ihrer Stelle heute etwas Einfacheres und wesentlich Besseres 
nicht gesetzt werden kann, so lehren doch die Erfahrungen der Neuzeit, 
daß es aus Grünäen der Sicherheit notwendig ist, flir gewisse Baustoffe, 
namentlich Rir Steine verschiedener Sorten, sowie auch flir Beton, Guß- 
eisen u. dgl., soweit das Etastizitätsgesctz dabei in Frage kommt, die 
Berechnungs-Gnudlagen zu ändern. 

Schon in § I (unter 4b und Sb) wurde darauf hingewiesen, wie 
gewisse Steinsorten, auch innerhalb der Proportionalitäts - Grenze (4 c) 
dem Elastizitätsgesetz nur unvollkommen folgen. Duicfa neuere Ver- 
suche ist im besondern das Folgende festgestellt worden: 

I. Steine Beigen für Zug und Druck verschieden große Dehnungs- 

a. Ihre Normungen wachsen nicht in gleichem Verhältnisse tnii den 
Dehnungen, sondern etwas rascher als diese. 

Dabei ist aber wohl zu beachten, daß bestimmte Zahlenwerte fUr 
DehnungsmaDe bis heute nur für Druck sicher genug ennittelt worden 
snd. Deshalb leiden auch die verschiedenen Angaben über das Ver- 
hältnis der beiden I>ehnungsmaOe für Druck und Zug noch an einer 
gewissen Unsicherheit. Es darf auch nicht verschwiegen werden, daß 
heute noch manche Fachgenossen überhaupt die Zulässigkeit der An- 
nahme verschiedener Debnungsmaße fUr Zug und Dnick bezweifeln. 

Als unzweifelhafl: feststehend darf man aber die Tatsache ansehen. 
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daÜ in Steinen sowohl bei Zug als auch bei Druck die Spannungen 
den Dehnungen, aach innerhalb der Proportionalitätsgrenze, nicht pro- 
portional sind. 

b. Das Fotenzgesetz für Druckspannungeu. Wenn die Span- 
nungen in Steinen dem Elastizitätsgesetz folgen würden, so müßte sich 
— auch bei versctüeden großen DehnungsmaDen fUr Zi^ und Druck — 
die Sparmunplime z. B. bei der Biegung durch zirei Gerade darstellen las- 
sen, die jede in ihrer Zone und unter verschiedenen Neigungen in der 
Nulllinie zusammenträfen. Zahlreiche einwandfreie Versnebe, nament- 
mit Betotrpiohea, haben 
aber erwiesen, daß die 
Spannungslinie in beiden 
Zonen nicht gerade ist, 
sondern etwa einen Vei^ 
lauf nimmt, wie es in der 
Fig. 3S5 dargestellt ist. 
Dabei sind in jeder Zone 
— links für Druck, rechts 
fllrZug — die gemessenen 
Dehnungen a und die zu- 
gehörigen Spannungen a 
als Abszissen und Ordi- 
naten aufgetragen. 
Aus dem regelmäßigen Verlaufe vieler solcher Spannungsbilder fUr 
Druck hat v. Bach Beziehungen zwischen Dehnungen und Druck- 
spannungen hergeleitet und durch die Gleichung 




E 



(>34) 



eu^edrückt, worin a (nach Gl. 3 unter 5b) die Dehnung fllr die 
Läi^eneinheit, ff die zi^ehörige Spannung und E das Dehnungimaß 
für Druck bezeichnet. 

Dies sog. Poienzgesctz kann für Spannungsberechnungen benutzt wer- 
den, sobald für verschiedene Steinsorten die Erfahiungswerte m und E 
gegeben sind. Nach v. Bach* kann man fUr Zementmörtel und Beton 
verschiedener Mischungsverhältnisse folgende Zahlen benutzen: 



'. Bach, Elutidtit und Feitiglceic. l. Aufl. 1889; 4. AnfL 1903. 



§ i8. Spumm^cD in ebttiicli ongleJeh iridentcheuden QnenchidttiODea. 3Q1 
Tabelle der Werte m nnd £ für Druck '. 
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1,»07 


370 





123. Die Zugzone in Steinquerochnttten und ihre Verstärkune 
durch Eiseolagen. 

a. Annahmen Über die Spannungsverteilung. Der Mangel 
an sichern Ai^ben über das DelmungsmaO fUr Zug, in Verbindung mit 
der Erscheinung der leichten Rissebilduug in Zi^zonen der in Rede 
stehenden Stoffe, erschwert beute noch die Berechnui^ ihrer Biegungs- 
spannuDgen sowohl in der Zugzone als auch in der Druckzone. Diese 
Spannungen werden daher heute noch unter gewissen Annahmen be- 
rechnet, die im wesentlichen darin bestehen, daD man enfmedtr auf 
einen elastischen Widerstand in der Zugzone gar nickt rechnet oder doch 
die Spannungsverteilung der Zugzone ziemlich willkürlich ftsttetzt , wie 
weiterhin näher angegeben wird. 

Am gebräuchlichsten ist die Annahme, wonach die Spannungen in 
der Zugzone überhaupt außer Betracht bleiben, indem man sie von 
vorneherein gleich NuD setzt. Denn erfabrungsmäßig versagt die Zug- 
festigkeit jener Baustoffe, namentlich auch des Betons, aus verschiede- 
nen in der Natur der Stoffe liegenden Ursachen oft schon bei niedrigen 
Spannui^sgrenzen , wodurch AnlaO zu Rissebildungen gegeben wird. 

Hierbei soll gleich bemerkt werden, daß auch Steinquerschnitte (oder 
Querschnitte von andern Baustoffen) vorkommen, in denen die Zug- 
zone überhaupt fehlt, wie z. B. in der Basis einer Säule, die ohne 
ü^end eine Verbindung mit ihrer Grundplatte oder Grundmauer auf 
gestellt ist und die dabei auDerhalb des Kernes dourch eine Längskraft 



' Weitere Angaben In: MÖrsch, Der BetoiieiseDb«ii, seine Anwendnog and 
Theorie. 190z. 
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beansprucht wird. Auch bei in gleicher Weise beanspruchten Stütz- 
mauern, Pfeilern n. dgl. fehlt in ihrer Grundfläche die Zugzone, wenn 
sie löse (ohne Verbindung mit dem Erdreich} auf dem Untergründe 
stehen. 

b. Steineisenquerschoitte. Die geschilderte Unsicherheit in der 
Zugzone von Steinquerschnitten hat man in der Neuzeit durch beson- 
dere Mittel mit Erfolg zu beseitigen gesucht. Das ist im wesendichen 
dadurch geschehen, daD man in dit Zugione Eisenteile gelegt und durch 
deren konstruktive Verbindung eine gemeinsame statische Wirkung von 
Stein und Eisen zu ertielen gesucht hat. 

Heute gilt bei der Herstellung dieser sog. ^/^A^Mkonstnikdonen 
der Grundsatz, da0 der Stein hauptsächlich nur Druckspannungen auf- 
nehmen soll, während dem Eisen die Aufgabe zußült, den elastischen 
Widerstand in der Zugzone insoweit zu ersetzen , als dieser vom Stein 
nicht geleistet werden soll 

Die nach solchm Grundsatz ausgeführten neuem Steineisen-Koa- 
stniktionen, unter denen die Bettmeisenbaatcn heute den ersten Rang 
einnehmen, verdanken ihre große Verbreitung folgenden Umständen und 
stadschen Vorzügen: 

I. Die Haftkraft (Adhäsion) des Mörtels oder des Betons ist so 
bedeutend, daß beide Stoffe innerhalb der gebräuchlichen Spannungs- 
grenzen ihre Form gemeinsam ändern müssen. Die Haftkraft zwischen 
Beton und Eisen im besondem ist durch Versuche von Bauschincer ' 
auf 40 — 47 atm ermittelt worden. 

3. Die Temperaturdehnungen (8) von Eisen und Stein, namentlich 
Beton sind nahezu gleich, sodaO eine Trennung beider Teile beim 
Wärmewechsel nicht befürchtet zu werden braucht. 

104. Normal- und Schubspannungen in einfachen Pestigkeits- 
fiOIen. 

a. Druckspannungen infolge einer Achsenkraft 

I. Bei ^eichartigen Steinkörpem wird die Dehnung infolge einer 
Achsenkraft in allen Punkten der ebenbleibenden Querschnitte als gleich 
groO anzusehen sein. Nach^dem Potenzgesetz (Gl. 134} ergeben sich 
die Druckspannungen zu 

a = y^^^. (135) 

Für Beton der Mischung i : 3 würde darin z. B. (nach der Tabelle 
S. 391) m = 1,15 und das Dehnungsmaß E = 315 t/qcm zu setzen sein. 



' Die MltchnnpverhlltnliM dn Betons und der Wasserzoeati 
Hafikraft Vtt%\. MSbsch «. s.. O. S. 64. 



i l3. Spunmig«!! in elutücli nngleich yridentelieDdeii QneTschnitUoneD. ^g^ 
Es ist ferner 

.-|, (.36) 

wenn F die Achsenkraft und J^ den Steinqnersdmitt vorstellt 

2. Bei symmetrisch verstärkten Betoneisen-QueiBchnitten ist durch ge- 
eignete konstruktive Mittel (100 a) dafür zu sorgen, daD die Achsenkraft 
P sich über den ^«/irnquerschiiitt glcichmäÜig verteilen kann. In diesem 
Falle darf angenommen werden, daß die Eiseneinlagen der Verstärkung 
die Formänderungen des Betons mitmachen. Bezeichnen dann 

/j, /,: die Querschnittsfiächen von Beton und Eisen, je für sich, 
ö*, a,: die zugehörigen Spannungen im - - - - - - 

£■*, E,: die DehnirngsmaDe fiir _.,__- 

so erhält man nach dem Potenzgesetz 

im Beton; a = -=- 

im Eisen: a ^ -'- 



^ = f = /», ('37) 

wenn ß das Verhältnis zwischen den DehnungsmaOen für Beton und 
Eisen vorstellt. 

Nach der Tabelle S. 391 und für Ä, = aooo t/cm' liegt ß etwa 
swiscfun '/j und '/^. 

Weiter folgt: 

"TA „ /* 

und 

'- "«/» + "./., ('38) 

wonach scfalieOlich die Spannungen /ur m= l mit: 

P , P 
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angeschrieben werden können. 
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Betrachtet man die beiden Neuner der Gl. (139), so erkennt man, 
wie jeder f^eichsam als der Inhalt eines einheitlichen Querschnittes auf- 
zufassen ist Der erste Nenner stellt einen einheitlichen Betonquerschnitt 
dar, der erhalten wird, wenn man den Eisen- 
querschnitt durch Division mit ß in einen gleich- 
wertigen [gleich tragfähigen) Betonquerschnitt 
verwandelt Desgleichen stellt der zweite Nenner 
einen einheitlichen, dem gegebenen Steineisen- 
querschnitt gleichwertigen Eisenquerschnitt dar. 
3 . Beispiel. Ein Betonblock von 
30 X 30 cm Querschnitt (Mischung 1:3) ist 
durch acht Rundeisen von je 20 mm Durch- 
messer verstärkt [Fig. 356). Wie groß sind die 
Druckspannungen im Eisen und im Beton, wenn 
m genau genug gleich i gesetzt wird und wenn die Achsenkraft 30 t 
beträgt? 

Nimint mui der gtöütten ^cherb«! w^m fi nicht za klrin, also 'f^, «1 erhUU 
man nach den Gt. (139) 




Fig. 356. 



4. Bei unsymmetrischen Eiseneinlagen verschiebt sich der Schwer- 
punkt der Steineisenfläche nach deijen^n Seite hin, wo die Eisen- 
verstäiiungen liegen. Info^edessen wirkt eine in der Symmetrieachse 
des Querschnittes angreifende Achsenkraft so, als ob sie auQer dem Mittel, 
im Schwerpunkt des gleichwertigen einheitlichen Eisen- oder Steinquer- 
schnittes läge. Die Berechnung gestaltet sich dann wie folgt. 

Die in der Gesamteiseneinlage wirkende Spannkraft hat in Bezug 
auf den Schwerpunkt s der Steineisenfläche ein Moment 

M. = a.f. ■ c , 
wenn e der gegebene Abstand des Schwerpunktes der Eiseneinlagen ist 
(Fig. 357). 

Um dies Moment der innem Kräfte aufzuheben, müQte die Achsen- 
kraft sich um eine Strecke x verschieben, die aus der Gleichung 

P.x = {a, — üi)f. ■ c 
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ZU beatimmen ist, wenn man dabei berücksichtigt, daß auch der StHn- 
guerschnitt, wegen der in ihm angebrachten Eisenteile, unsymmetrisch 
zur Achsenkraft liegt Gewöhnlich wird aber der Einfluß von — Oi für 
die Fläche /, vernachlässigt. Dann erhält man 
P- x = aj.c . 
In Verbindung mit der Gl. (139) flir a, (und fllr iw = i) gibt das 

(MO) 

Jede Faser des Querschnittes erleidet danach zweierlei Spannungen: 
i) aus der Achsenkraft P eine gleichmäßige Z>r»£^amiung, die nach 
der Gl. (139} zu berechnen ist und 3) aus dem Momente P ■ x eine 
Biegungis^mrmiig, deren Berechnung nachfolgend gegeben wird (125 
und 126). 



1"+^) 




F«- 3S7- 



Fig. 358. 



Wollte man die Größe von x graphisch ermitteln, so könnte man 
den Steineigenquerschnitt in einen gleichwertigen Steinquerschnitt ver- 
wandeln. Für ß gleich '/^ würde man dann, unter Berücksichtigung 
der an der Stelle der Eiseneinlagen fehlenden Betonspannungen, die 
Fläche der Eiseneinlagen um das »»Hache vergrößern, natürlich ohne 
dabei deren Schwerlinie zu verändern. So erhielte man, wie Fig. 358 
darstellt, einen Betonquerschnitt, dessen Schwerpunkt s' im Abstände 
X vom ursprünglichen Schwerpunkt s des einheitlichen Steineisenqun^ 
Schnittes liegt. 
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b. Schnbspannutigen infolge einer Querkraft Bei immittel- 
barer (reiner) Abschening im StanasenqaeisctaätZ darf man nach den 
ontei a. abgeleiteten Fonneln rechnen ^ wenn man die Achsenkraft P 
mit der Querkraft Q und ff«, a, mit t«, t, vertauschL 

Dann eriiält man: 

, Q_ 

/' 

C (141) 

Q 



/' + 



wenn der gesamte Steineisenquersdmitt J^ mit 

-f = /* +/* 
anzuschreiben ist 

135. Normalspannungen bei der Biegung unter Anwendung 
dea Potenzgesetzes. 

Es sollen hier nnr einfache Verhältnisse betrachtet weiden, wie sie 
bei Steinhaatea vorwiegen : Querschnitte rechteckig und Belastung durch 
senkrecht zur Stabachse gerichtete, in einer Symmetrieebene wirkende 
Kräfte. 




Für dnen beUebigen Querschnitt It {Rg. 359) sei Q die Qutrkraft^ 
s ihr Abstand vom Schnitte. Dann ist das Bi^ungsmoment 



gleich dem Momente der Normalspannungen des Querschnittes. Es 
wird unsere Aufgabe sein, aus dieser Bedingung die Lagt der NuUUnie 
und die Gräße der Randspantmngen zu berechnen. 
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Im allgememen nimmt die Spamningslinie einen VeriauT, wie es in 
der Fig. 359 dargestellt ist. a, und a^ sind die Randspannungen und 
n ist der Nollpnnkt, in welchem Sponnungslinie und Kraftlinie sich 
schneiden. 

Bezeichnet A die Höhe des Querschnittes und »ad A, und <i, die 
Abstände des gesuchten Nullpunktes vom Rande, so ist 

A, + A, = A. (143) 

Unsere ob^ Aufgabe ist also flir beliebiges h gelöst, sobald die vier 
Unbekannten A^-, h^, a, und ff. gefimden sind. 

Bei ebenen Querschnitten sind die Dehnungen a, d. h. die Längen- 
änderui^n der Fasern für die Längeneinheit, in allen Querschnitts- 
punkten gleich groß. Die größten Längenänderungen am Rande sind 
daher oben aA, und unten aAu, wie das in der Fig. 359 gezeichnet 
ist, wo die Gerade (/ die Lage der Geraden tt nach erfolgter Biegung 
veranschaulicht, derart daO die zwischen beiden Geraden gezeichneten 
Abstände die Läi^enändenmgen der Fasern vorstellen. 

Nach dem PotenzgeseU [Gl. 135] ist fUr die Druckzoat anzu- 
schreiben: 

(!*■ == ayEg , 

worin y den Abstand einer beliebigen Faser von der Nulllinie, ff die 
zugehörige Spannung und E, das DehnungsmaD ftir Druck bedeuten. 

Läßt man das Fotenzgesetz auch für die Zugzoae gelten {123a], so 
erhält man weiter 

if* ^ ayEu , 

worin Ea das DehnungsmaO flir Zug und der Ei^nent mu eine aus 
Versuchen zu gewinnende Erfahrungszahl vorstellen. 

Für die Randspannungen ist ebenmäDig anzuschreiben 
oT =ah,E. 



und durch die Verbindung der letzten vier Gleichungen eriiält i 



ff? ^e ' """ ■^ ' 

in Worten: In der Druekione verhallen sich die Spannungen in der tn-ten 
Potenz wie die tugeASrigen Abstände von der NullÜnie. 
Zieht man die m-te und mu-te Wurzel, so eigibt sich: 
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<r = o, l'-j- und a = a^y -j- ' ('43) 

Die Integration sämtlicher Spannungen möge in der Druckzone die 
Drnckkiaft Z>, in der Zugzone die Zugkraft Z ergeben. Weil äußere 
Kräfte in der Richtung von Z oder D nicht vorhanden sind, so folgt 
D = Z. (144) 

Für die Einheit der Quersckmttsbreite b erhält man 

D = foäy und Z = Cady . 

Die beiden Werte der Zonenkräfte werden sich demnach nur dmx:h 
ihre Zeiger unterscheiden. Bestimmen wir also Z>, indem wir a aus 
Gl. (143) entnehmen und ( 



ff r-^ am -_ 

vtJ^ 1/1:'' + ' ' 



/?= _ _ 

Daraus folgt nach einfacher Umformung ßir den Querschnitt der Breite ii 

D = —^{bh^a^) 
und ebenmäßig ('45) 

Z = — ^^{M.ff.). 

Das Moment der Spannungen, ebenfalls zunächst ßir die Einheit der 
Breite b, ist mit 

M=i(ady)y + \(ody)y 

anzuschreiben. 

Unter Beachtung der vorigen Entwicklung fUr die Zonenkräfte J> 
und Z erhält man also . 

Vk j. yhj. 

Nach einfachen Umformungen gibt das zuerst 
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und schließlich /vr äie Breite b: 

Bei gegebener Belastimg, also auch gegebenem M, sind mit Hilfe 
dei 5 Gleichungen (143 — 146) alle praktischen Fragen zu beantworten. 
Die Lage der Nulllinie ist durch die Werte h^ und h^ g^eben, wobei 
beide (nach GL 143) für ein beliebiges h abgestimmt werden können. 
Nach erfolgter Festsetzung von h, und hu berechnet man die Rand- 
spannungen CT, und CT. ans den Gl. [144 — 146), wie dies (unter 130} 
an einem Beispiel gezeigt wird. 

Würde im vorli^^nden Falle nicht das Foteozgesetz, sondern das 
Elastizitätsgesetz gelten, so wäre zu setzen: m = mu = i. Daraus 

ergäbe sich ct, = a. und h, = hu = — • Für diese SonderweRe ginge 

Gl. (146) über in 

J/™: — — ■ ff, 

ein Ei^bnis, das (nach Gl- loz unter 104c) zu erwarten war. 

136. Angenäherte Berechnung der Biegungsapannungen in 
Steinbalken '. 

a, Normalspannnngen. Das Rechnungsverfahren beruht im we- 
senüichen darauf, daß man äie unter Atruiendutig des Potenzgesetzes zu 
erwartende Grüße der Zonenkräfte D und Z beibehält, aber an Stelle 
der gekrümmten Spannungslinie si der Fig. 355 zwei Gerade setzt, die 
im Nullpunkt « susammentreffen. Man verwandelt also, wie in der 
Fig. 360 veranschaulicht ist, die krummlinig begrenzten Spannnngs- 
flächen jeder Zone in ein Dreieck. Dadurch erhalt man in jedem Falle 
etwas größere Randspannungen, als bei der Berechnung nach dem Pfr- 
tenzgesetz. Unter sonst gleichen Umständen ist also der Sicherheits- 
graä der in geschilderter Weise angenähert berechneten Konstruktion 
etwas größer als bei der genauem Rechnung. 

Man kann danach auch sagen, beim angenäherten Verfahren läßt man 
für jede Zone das Elastisitätsgesetz gelten, nimmt aber für Druck und 
Zug verschiedene Dehnungsmaße an. Im einzelnen gestaltet sich die Be- 
rechnung wie folgt: 

Die frühere Spannungslinie der Fig. 359 ist in der Fig. 360 

' KoiHBN, Gnmdtüg;« fUr die statüche BerechiinD£ der Beton- nnd Betonnsen- 
banten. Zenbilbl. d. BanveriT. 1903. 
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punktiert eingezeichnet. Die von ihr begrenzten beiden Spannnngs- 
üächen »nd in die Dreiecke nop und nur verwandelt. Die Strecken 
Tp und vr stellen also die Randspannungen er, und n« dar. Die Dar- 
st^ung der Dehnungen ändert sich im allgemeinen nicht. 





t 


4 

1 


w- 



Flg. 360. 

Die Richtungen der Zonenkräfte D und Z rücken jetet in die SchTCi^ 
linien der beiden zugehörigen Spannungsdreiecke. Ihr gegenseitiger 
Abstand a bestimmt sich also aus 

B = l(Ä,+'4j=fÄ. (147) 

Für ebene Querschnitte erhält man nach früherem: 
ü, = ah,E, 
ff, = ah^E^, 
Setzt man das Verhältnis der DehnungsmaOe für Druck und Zug ^eich ßi 
Ej_ 

"Eu' 

so folgt 



?>' 



(148) 



Für Eetffn schwankt der Wert von ßt etwa swiscken 9 und 35, im Mittei 
beträgt er 16. 

D und Z berechnen sich aus ihren Spanuungsdreiecken mit 

„_■»-». 



ih.il. 
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woraus, weil D = Z sein muO, die Bedingung 



Das Moment der Spannungen ergibt sich danach mit 



Aus der Verbindung von Gl. {149} und (150) ist 



h. 



-Vf, 



(■so) 



(.5.) 



>S») 



abzuleiten und das gibt in Verbindung oiit Gl. (151) schließlich 
o.=L^(. + K^-) 



(<S3) 



'■=w[- + 



VA' 



Die Zage der NuBBnie ist nninittelbar ans der Gl. (153} zu finden. 
Ihr haftet aber (zor Zeit wenigstens noch) eine gewisse Unsicherheit in- 
sofern an, als die Verhältniszahl ßi, wie bereits angegeben, zwischen 
nicht sehr engen Grenzen schwankt 

Man erhält 



für /»i = 


9 


16 


'% 


ff, = 


laM 


15^ 

bK' 


bh' 


ff- = 


aM 


% 





Datiach sind unter sonst gkichin Umständen die Randspannungen in 
£etoniaüen 



t der Druckzone : 
■ - Zugtone \ 



bis 3 >nal großer 
~ j ~ so groß 



als im Vergleich mit Fällen, in denen das Elastizitätsgesetz für beide 

Zonen gleich vollkommen gilt, also aach ßi ^ i gesetzt werden darf. 

b. Schubspannungen. Betrachtet man zwei Nachbarquerschnitte 

(Fig. 361), zwischen denen Lasten nicht wirken, und setzt deren Abstand 

Mihitcoi, Sutik da BankouIinkEionBD. L 26 
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dz gleich der Längeneinheit, so ergibt sich aus 
Querkraft und der Nonnalspannungen 

IC 



1 Gleichgewicht der 



= D ■ a, 




femer für die Nulllinienschicht 

woraus die Scbubspannung in der NuU- 
Unienst^cht mit 

folgt. Wie leicht einzusehen ist, fallt t, 
fUr jede andere Faseischicht kleiner aus. 
Für die vorli^ende angenäherte Rech- 
nui^ war a = ~^, sodaO schlieOlich 



Fig. 36J 



. 3Q _ SQ 



zbh 



zF 



(ISS) 



anzuschreiben ist. Bei einem Balken auf zwei Stützen wird f, am 
größten in den Querschnitten über den Stützen für Q :=' A oder Q = B 
(Gl. 119, 5.372). 

127. Biegungsspannungen in Steineisenquerschnitten. 

a. Normalspannungen. Zunächst soll hier der einfache, praktisch 
die Kegel bildende Fall untersucht werden, in welchem nur in der Zug- 




-j*- ;o 000*0000 



F^. 362. F^. 363. 

zone eine Eisenverstärkung vorhanden ist, und wobei auf eine Wider- 
standsfähigkeit des Steines in der Zi^one nicht gerechnet wird. 
Mit Bezug auf die Fig. 362 und 363 sei 
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c, Abstand der Schwerlinie der Eiseneinlage von dem untercD Quer- 

schnittsrande , 
Z, =/,at, Spannkraft der ganzen Eiseneinlage, wobei a,, wegen 
der geringen Eisenstarken, als über die Fläche /, gleichmäßig 
verteilt angenommen werden darf (Gl. 2, S. 3). 
Aus dem Gleichgewicht der zur Stabachse parallelen Kräfte folgt 

I} = Z. 
1er 

-JA, ff» 



Für das Moment der äußern Kräfte M= Qz erhält man 



■.(±,.) + Z.lK-.) 



(>s«) 



(■57) 



Setzt man das Verhältnis der Dehnangsmaße ftir Stetit und £isen 
(nach GL 137) wieder gleich (i, so darf man, weil eine Eisenschicht 4im 
ß tragßih^er ist als eine Steinschicht, auch anschreiben 

ff« M« — A , „t 

Wenn man (wie unter 126] den Abstand zwischen den Zoneakräften 
D und Z, gleich a setzt (Fig. 36a), so ermittelt m&n aus den Glei- 
chungen (156) bis (15S] nach einigen Umformungen 



^■=My-^'-^-—] 



Damit ist sowohl die Lage der Nulllinie als auch die Größe der 
Randspannungen gefunden, sobald man fUr 

' M, 
(nach 124a. 3) eine bestimmte Zahl gewählt und eingesetzt hat. 
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Aas den Gl. {159) geht hervor, wie mit der Abnahme von f, oder 
der Vei^ößenmg von a, die Nulllinie sich hebt and sowohl a, als 
auch a, gröQer werden. Im allgemeinen wird es daher zweckmäOig 
sein, das Eisen in der Zugzone mSglichit tief nach dem Rande hin ein- 
saugen, um dessen Zugkraft gehörig aoszimntzen. 

Es ist leicht einzusehen, wie sich die Gldcbungen ändern, wenn 
auch noch in der Drucksone Eisen eingelegt wird und wenn etwa anch 
nod) der Stein in der Zugzone (nach 12S) als widerstandsfähig ange- 
sehen werden soll. Über den Einfloß einer noch hinzukonunenden Lätigs- 
kraft veigL unter 128. 

b. Scbabspaonnogen im Stein. Der größte Wert ta. findet 
findet sich in der NullUnienschicht mit 



I • 5 ■ T*, = £>, 




b[lh—>,c-h,) 



c Schubspannangen zwischen Stein und Eisen. Die Haft- 
kraft zwischen Eisen und Stein hat (nach 1Z3b] eine aus Veisuchem 
bestimmbare Grenze. Es ist also von der größten Wichtigkeit durch 
geeignete Konstruktion daflir zu sorgen, daß die Schubspannangen im 
Beton am Umfange der Eiseneinlagen (aus Sicherheitsgründen) ein ge- 
wisses Maß unter der anzunehmenden Größe der Haftkraft bleiben. 

Bezeichnet map diese Schubspannungen mit t^ und die Obnääche 
aller Eiseneinlagen flir die Einheit der Stablange mit », so läßt sich 
(wie anter b) anschreiben; 



«(3^—3^—^,) 



(r6i) 
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Bei ninfEacher Sicheiiieit (7) dürfte z. B. Vit höchstens etwa auf 
^ = 9 atm anwachsen (123b). 

Das Verhältnis zwischen der Größe der Schubspannungen in der 
NuUlinienschicht und im Umfange des Eisens stellt sich danach auf 

ia8. Normalspannungen bei der Biegung infolge einer Längs- 
krafL 

a. In Steinquerschnitten. Die unter 125 und 126 gegebene Ent- 
wicklung ändert sich hier nicht, wenn man das in den Gl. (146) und 
(153) eingesetzte, gegebene statische Moment M der äuDem Kräfte dorclt 
das gleichwertige Moment Pv einer Längskraft ersetzt, wobei v den 
Abstand zwischen deren Angrifi^tmkt m und dem Schwerpunkte des 
Querschnittes vorstellt [vergl. die Fig. 317 unter 107). 

Zu den aus 

M=P-v 

zu berechnenden Normalspannungen konunen dann (in Gemäüheit der 
Gl. {139) unter 124a) noch diejenigen Normalspannungen hinzu, die 
allein von einer Ächsenkraft P im Querschnitt hervorgerufen werden. 

Schub Spannungen können durch das Hinzutreten der Ächsenkraft P 
nicht entstehen^ wenn P Jur die dabei zu betrachtende Scheide der Stärke 
dz als unveränderlich angesehen werden darf, wie dies unter 114a, 
S. 366 daigel^ worden ist 

b. In Steineisenquerschnitten. Wenn hio: die Eiseneinlagen in 
beiden Zonen des Querschnittes symmetrisch zu dessen Schwerachse an- 
gebracht sind, so bleibt die ganze rechnerische Behandlung des Falles 
so, wie eben unter a. angedeutet worden ist. 

Liegt das Eisen nur in der Zugzone, so bleibt dessen Behandlung 
im aligemeinen immer noch die gleiche, aber die Normalspannungen 
infolge der hinzuf elenden Ächsenkraft müssen dann, mit Rücksicht auf 
die unsymmetrische Lage des Ksens, derart berechnet werden, wie es 
(unter 124a. 4) bereits erläutert worden ist 

Man berechnet also zuerst (nach den Gl. 159) die Normalspannungen 
Oa und a,\ darauf (nach den Gl. 139) die aus der Achsenkraft P her- 
rührenden Normalspannungen und schließlich kommen dazu noch die 
Biegungsspannungen fUr das Moment Px, wobei x (nach GL 140) be- 
sonders zu ermitteln ist 

An Stelle der GL (159) treten danach im vorliegoiden Falle die 
folgenden: 



i{M+P-x 


1 -P 


aih^ 


' /.+ J/. 


M+F-x 


P 


'/. 


/. + Pf- 









1 "^ 1 P ■ 


k- 






'' 




r 4-^ ', 



Fig- 36s- 



(163} 



Darm bedeutet JU 
soviel als P ■ v, wenn 
V der gegebene Ab- 
stand der Längskiaft 
vom Schwerpunkte 
des Querschnittes ist 
(F^. 365). Endlich 
berechnet äch (nach 
Gl. 140) 



c. In Querschnitten mit fehlender oder versagender Zug- 
zone. Untcr123awurdebcr«tsgesagt, 
um welche Fälle es sich hierbei handelt. 
Denken wir uns zunächst den allge- 
meinen Fall, wie er in Fig. 366 ver- 
anschaulicht ist. 

Eine beliebige Kraftlinie KK 
[107) achneidet den gegebenen Quer- 
schnittsumriß in den Randpunkten 
a und i. Der AngiiS^unkt m eina 
gegen den Querschnitt gerichteten 
Länggkraft P li^e auf der Strecke 
zwischen dem Schwerpunkt p und 
dem Randpunkt a. Dann könnte 
eine Zugspannung im Querschnitte 
nur eintreten, wenn m auOeriialb 
des Kernes verbliebe. Denn 1^ m innerhalb des Kernes, so würden 
im Querschnitte nur einerlei Spannungen, im vorliegenden Falle abo 
nur Druckspannungen, auftreten. Außerhalb des Querschnittes dürfte 
m aber auch nicht liegen , weil sonst, bei fehlender Zugzone , Gleich- 




Flg. 366. 



§ iS, SpunmngeD in elastisch anglcich widerstehenden Qnerschnittzanen. ao? 

gewicht zwischen dem Momente von P und dem Momente der allein 
wirksamen Druckspannungen nicht bestehen könnte. 

Eine Biegung hei fehlender Zugzone kann danach nur eintreten, 
wenn der Angriffspunkt der Längskraft zwischen einen Randpunkt und 
einen benachbarten Kernpunkt eu liegen kommt. In diesem Fallt 
schneidet die NulUirtie die Querschnittfiäche und es wird also darauf 
ankommen, die Lage der Nulllinie allgemein unter der Bedit^ung fest- 
zulegen, daß nur die Druckzone wirksam ist, während die Zugzone 
vollkommen versagt. 

Nimmt man zu dem Zwecke vorläufig an, in einem g^;ebenen Falle 
sei die Lage der NuUlinie [nn in Fig. 366) gefunden. Dann gelten für 
die oberhalb der nn liegende (allein wirksame] Druckzone, wenn man 
diese für sich betrachtet, natürlich alle Gesetze der Biegungsfestigkeit, 
wie sie in § 16 bereits entwickelt worden sind, nur mit dem Unter- 
schiede, daO jetzt Sdiwerptmkt und FlächengröQen nicht mehr für den 
gegebenen QnerschnittsnnmO , sondern für den von der nn begrenzten 
schrafßerten UmriO der Druckzone zu berechnen sein werden. 

Danach findet man eine der fUr die Lage der NuUlinie maßgebenden 
Bedingungen wohl am einfachsten unter Benutzung der Gl. (m) unter 
107. Sie lautet 

r% = vyn , 

worin Tj der Trägheitshalbmesser für die der Nulllinie parallele Schwer- 
acbse XX, v der Abstand des Angriffspunktes jw, und y^ der Abstand 
der NuUlinie nn von dem Schwerpunkte s der Dnickzonc bedeutet. 
Alle diese Maße senkrecht zur XX gemessen. 

Setzt man für r% seinen Wert ^ ein, so erhält man 

Das auf <üe Nnlllinie bezogene Trägheitsmoment J» berechnet sich 
(nach 96] mit 

/,=/, + />;, 

daraus 

,_J- -''y- 

Fy. 
und 

v-\-yn = -^, (1*4) 
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worin J^ das Trägheitsmoment und Sn da« statische Moment der Dnick- 
zone F bezogen auf die Nulllinie bedeuten. Damit ist die erste — mid 
wie weiterhin gezeigt wird — auch die wickHgüe Bedingung flir die 
Lage der Nulllinie gegeben. Um aber die Richtung der Nulllinie ein- 
deutig festzulegen, maß noch eine zweite Bedingung hinzukommen. Sie 
ei^bt sich aus dem Gleichgewicht zwischen den Spannungen a der 
Dmckzone und der einzigen äuOem Kraft, der Längskraft P: die Mittel- 
kraft aller «7 muß gleich und parallel P sein und ihre Richtung durch 
deren Angriffspunkt m verlaufen. 

Sind obige beiden Bedingungen erfüllt, so ist bei gegebener Lage 
von m auch die Spannungsverteilung im Querschnitt gegeben. Für den 
Sonderfall, daO die Kraftlinie mit einer Hauptachse zusammenfällt, ge- 
nügt aber allein die Erfüllung der ersten Bedingung. Die zweite Be- 
dingung ist dann mit erftillt, wovon man sich durch eine Nachprüfung 
überzeugen kann. Wie dies im einzelnen durchzuführen ist, soll an 
einigen Beispielen näher erläutert werden. 

139. Nulllinie und Spannungsverteilung in Querschnitten mit 

fehlender Zugzone. Wie in voriger Nummer naher dargelegt wurde, 

kommen hier nur Betastungsfälle in Betracht, in denen eine Längskraft 

in der Kraftlinie zwischen 

K— /■ —w-n^M — H .. einem Raudpmikt und dem 

benachbarten Kernpunkt an- 
greift. 
«. ^ a. Die Kraftlinie fällt 

mit einer Hauptachse 
zusammen. 

I. Der rechteckige Quer- 
schnitt. Der Qneischnitt der 
Breite b sei im Punlcte m 
der Kraftlinie KK durch 
die Längskraft P belastet. 
Danach ist nach Gl. (164] 
und mit Bezug auf die 
Fig. 367 ; 
* — Vi-Vd-^ 
Tig. 367. 

I- + j, = — = -^ = %d. 
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Ferner ist 

oder 

Damit ist die Lage der Nulllinie nn und die Breite ä der Druckzone 
ans dem g^ebenen MaÜe e eindeutig bestiaunt. 

Dies Ergebnis hätte sich auch, ohne Rechnung, allein aus der 
zweiten Bedingung ableiten lassen, wonach die Mittelkraft aller a durch 
m verlaufen maO. Denn daraus folgt ohne weiteres, daß m im untern 
Drittel der Höhe ^ des Dreieckes and liegt. Aucfa aus der Eigenschaft 
des Kernes der Druckzone läDt sich dasselbe ableiten. Denn wenn in der 
ff» die Druckspannung Null herrschen soll, so muß der Angri&spnnkt 
der Läi^kraft in der Kemlinie liegen, das heiOt nichts anderes, als 
die Strecke c muß gleich ein Drittel von d sein (S. 347). 

Die Spannungsverteilung ist mit der Bestimmung der Strecke d ge- 
geben. Zur Darstellung der Spannungslinie (106) braucht man nur 
noch die Spannung a, im Schwerpunkt s der Dnickzone zu berechnen. 
Es ist 

P 

''=j:-d 

Trägt man also 01 als Strecke 77' in der Schwerpunktsenkrechten auf, 
verlängert die Ws' bis die Randpunktsenkrechte durch a in o' geschnit- 
ten wird, so ergibt sich die Randspannung Oa doppelt so groß als die 
mittlere Spannung o,. Es ist also 

2P iP , ^ , 

"• = 17- W '■'" 

Eine Nachprüfung der Richtigkeit der Spannungs-Ermittelung ergibt 
sich in einfacher Weise aus den Eigenschaften der EinflußUme einer 
Randspannung a^. Zieht man nämlich durch a' eine Wagerechte, von 
welcher die Richtung der Längskraft in m' geschnitten wird und zieht 
man weiter eine Grade mV, so muß deren Verläi^erung den Querschnitt 

— d 

in einem Punkte k treffen, derart daß die Strecke kn = am ^ c = — 

wird. Das folgt ohne weiteres aus den (unter 111 gegebenen) Erläu- 
terui^en der Einilaßlinie. 

2. Beliebig gestaltete Querschnitte. Das rechnerische Verfahren' unter 

' Keck, Eiientriiclie DnickbtUitimg dnes tyliodrischen MaDerweitkörpeti 
uQeilialb des Kerns. Zeitschr. d. Arch. o. Ing.-Vei. Hannover. 1881 — 83. 
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Verwendtug der Gl. (164} wird hier sehr umständlich, deshalb ist zu 
raten, das zuerst von Mohr' angegebene graphische Verfahren anzu- 
wenden, wie es nachfolgend an^einem Beispiele erläutert werden soll. 

Die Flächengrößen J^ und £. werden bei dem Verfahren graphisch 
dargestellt, in der Art, wie es im allgemeinen unter 96 beschrieben 
worden ist Dabei werden im vorliegenden Falle die Flächenstreifen 
durch zur Nulllinie nn parallele Gerade begrenzt. Für den in der 
Fig. 368 dargestellten Querschnitt sind /, und S^ danach ermittelt 
worden. 

Aus den Flächenkräften i bis 17 ist mit Hilfe des Kraftecks der 
Fig. 369 zwischen den Richtungen der Kräfte in Fig. 368 zunächst ein 
Seileck fUr den gesamten Querschnitt gezeichnet. Darauf ist die an die 
letzte Flächenkraft (17) stoßende äußere Seileckseite it~~-B verlängert 
worden, bis sie die Nnlllinie nn in n' schneidet Dann ist (nach 
S. 297) 

wenn H der Polabstand des Kraftecks der Fig. 369 und h = nn" die 
-von der letzten und von der an die Nulllinie stoßenden Seileckseite 
(S. 136) auf der nn abgeschnittene Strecke ist. 
Femer ist (nach Gl. 74) 

J.= 2ff/, 

wenn / den Inhalt der Fläche darstellt, die von der Nulllinie, dem Seil- 
eck und der letzten Seileckseite 17 — B begrenzt wird. 
Die Gleichung (164] läßt sich danach mit 



JJh h 



» + > = - 
anschreiben. Daraus folgt 

f=^{v+yA. (166) 

Die letzte Gleichung gibt ein einfaches Mittel zur Darstellung der 
NnlUinie; Es kommt nur darauf an, mit h als Grunäüme und v ~\- y^ 
als Höhe ein Dreieck zu teicAnen, dessen Inkalt gleich der Fläche f ist. 
Schneidet also die durch den gegebenen Angriffspunkt m gelegte Senk- 

' MoKR, Über die Vciteilnng der exzentrischen Diuckbelutnng eines Miner- 
werkkörpers. Zdtschr. d. Arch. u. Ing.-Ver. Hannover. 1883. — Heikehann, Ex- 
;:entriscbe Drnekbekstang »nüerhalb des Kems bei MaDeTweikkürpern ringfännigen 
Qaerschnittes. Ebendaselbst, 1891. 
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rechte zur KK die letzte Seileckseite in m', so ist durch m eine Gerade 
m' ^' zu fQhren derart, daß die dadurch gebildeten beiden (durch 
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scDkxechte Schraffienuig ausgezeichneten) Flächen gleich groß werden, denn 
nur bei solcher Lage der m'n" ist das Dreieck m' h' n" inhtütigleuh mit 
der Fläche /. Die Bedingung der Gleichung (166) wäre sonach nfüllt 
und damit wäre auch die richtige Lage der durch n' n" verlaufenden 
Nulllinie gefunden. Eine Nachprüfung mit Hilfe eines Kraft- und Seil- 
ecks für die gcfimdene Druckzone ergab das Gleichgewicht zwischen P 
und den Druckkräften 5. «r, bis 17. u,, (Fig. 370). Die Mittelkraft 
verlief durch den Punkt tn. 

Die SpannungsUnie ist, wie in der Fig. 370 angegeben, zu zeichnen. 

b. Die Kraftlinie fällt nicht mit einer Hauptachse zu- 
sammen'. Dieser Fall wurde allgemein bereits unter 128c behandelt 
(Fig. 366). Weil aber hier die Nulllinie nicht mehr senkrecht tur Kraft- 
linie liegt und bei ihrer probeweisen Verlegung auch nicht mehr zur 
erstangenommenen Lage parallel bleibt, so macht ihre Fesüegung mehr 
Muhe, als im Falle a, wo ein eigentliches Probieren nur nötig war, um 
die Linie m'n" (Fig. 368) als Teilungslinie richtig zu führen. 

Im vorliegenden Falle wird man, unter Beachtung der bereits (unter 
107) gegebenen Grundlagen, zuerst die ungefähre Lage der NullUsie 
probeweise annehmen. Darauf fUhrt man das graphische Verfahren mit 
Hilfe von Krafteck, Seileck und Teilungslinie m'n vollständig durch, 
wie im vorigen Falle. 

SchlieOlich bleibt noch übrig zu prüfen, ob die Nulllinie richtig an- 
genommen war. War dies der Fall, so müssen die Spannungen der 
von ihr begrenzten E}ruckzone mit der Längskraft P im Punkte m in 
Gleichgewicht sein, ihre Mittelkraft moD also ebenfalls durch den Punkt 
m verlaufen. 

In ^ig' 371 ist dargestellt, wie man für den Querschnitt abicde, 
und bei beliebiger Lage der Kraftlinie KK^ die Nulllinie n n findet. Die 
nn wird an&ngs probeweise eingezeichnet und darauf derart festgelegt, 
daß die Bedingui^ 

erfüllt ist. 

Schließlich wird nachgeprüft, ob der Mittelpunkt der Druckspan- 
nungen a mit dem Angrif&punkt m der Längskraft P zusammenfiiUt. 
Dabei kann (wie bereits unter 63a allgemein erläutert worden ist) der 
Mittelpunkt der Parallelkräfle in der QuerschniOsebene mit Hilfe zweier 
Seileeke gefunden werden, wenn man in jedem Seileck die Lage der 

' HOPPNER, Zar EnnitteloBg der Dnickvertcitnng; io MknenreTksqaenchnitten. 
Qvilingenieni 1885, 



§ i8. SpoiiDniigen in clastiscli ungleich wideistehenden Qaenchnictzonen. 413 

Mittelkraft F=^a bestimmt, denn der Mittelpunkt ist der Schnitt- 
punkt der beiden Mittelkräfte (vergt. auch die Fig. 160, S. 145J. 

Um die zugehörigen beiden Kraf lecke {I und II der Fig. 371) dar- 
zustellen, ist zu beachten, daß in ii^nd einer Faser parallel zur Nnll- 
linie die Druckspannung a unveränderlich ist Bezeichnet man also den 
Inhalt des zugehörigen ParaUelstreifens mit h ■ S, so ist z. B. fUr die 
Spannung r^ im fünften Streifen genau genug 

anzuschreiben, wenn A^ die Höhe und <}, die klein genug angenom- 
mene Breite des Strdfens vorstellt und wenn ff; als betreffende Or- 
dinate der Spannungslinie eingestellt wird. 



Im vorliegenden Beispiel der Fig. 371 ist die Richtung der a einmal 
parallel zur Querschnittskante ib, das zweite Mal parallel zur NulUinie 
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angeoommeD. Es zeigte sich, daß dann der Mittelpunkt der Dnick- 
spannui^n mit m zusammenfieL Fallen beide Punkte nicht zusammen, 
so ist die Nulllinie etwas zu drehen und dabei so lange zu probieren, 
bis schlieOUch nicht allein die Gl. (i6ö) erfüllt wiFd, sondern auch das 
volle Gleichgewicht zwischen 'S" und P eintritt 

130. Beispiele. 

I. Eine vom Baumeister Kleine erfundene sog. KUinesche Decke 
(Fig. 373) aus Haitbrandziegeln hergestellt, ist u cm hoch und zeigt 
auf 100 cm Querschnittsbreite 13 Stück Eiseneinlagen in der Zugzone. 
Die Einlagen bestehen aus 1,5 mm starkem, 30 mm hohem Bandeisen 
und liegen mit ihrer Unterkaote 0,5 cm Über dem unteren Deckenrande. 
Die Decke soll, einschlieOHch ihres Eigengewichtes, 1000 kg auf i qm 
Grundfläche tn^n und dabei sollen die in Zementmörtel gesetzten 
Zi^;el der Dnickzone nicht über 15 atm Spannung erleiden, wenn die 
Zugzone als unwirksam angesehen wird. Wie grofi darf die freitragende 
Stutzweite der Decke gemacht werden? 



Das Ergebnis wird wesentlich davon abhäi^n, wie groß man den 
Wert ^ = ^t wählt. SeUt man E, = 2000 t/qcm und Ei für Ze- 
mentmörtel := 250 t/qcm (nach S. 391), so fo^ 

(« = i; 

/,, der Eisenquerschnitt, ergibt sich für 100 cm Breite mit 

// = >3 ■ 3 ■ o.iS == 5,8s qcm; 
der Abstand vom untern Rande ist 



Es folgt also nach Gl. (159) S. 403 der Abstand der Nulllinie vom 
obem Rande: 



§ iS. SpaiuinngeD in elasüsch DDgleich widentehenden QaerschiiittioDen. die 



-'^|/^-i-^ 



mit 

hf =: 2,63 cm. 

Das größte Moment bei gleichmäDig stetiger Belastung q, für die 
Einheit der Stützweite / in Metern, berechnet sich (für 100 cm Breite) 
in cm/kg zu: 

q^ {1000 l) 100 i 
^=V = ^ r = "500/-. 

Soll nun 00 = IS atm werden, so hat man (nach Gl. 159) den 
Ansatz 

3 ■ 12500 r 

100 ■ 2,63 1 12 — 2,0 — I 

woraus die Stützweite / zu berechnen ist. Man erhält 
/= i,30 m. 
Die Zugspannungen im Eisen betragen bei dieser Stützweite 

3. Wie weit könnte sich unter gleichen Verhältnissen, wie im vorigen 
Beispiel, bei 12 cm Höhe und 1000 kg/qm Belastung eine aus einer 
Mischung i : 3 he^iestellte Bitonflaite frei tragen, wenn die unter Ein- 
führung verschiedener Dehnungsmaäe fUr Zug und Druck berechnete 
Randspaimuiig der Zugzone 3 atm betragen darf? 

Das Entscheidende ist hier die Wahl des Verhältnisses ßi der Deh- 
nungsmaße. Nach der Gl. [153J wächst Ou in der Zugzone um so mehr, 
je kleiner 

wird. Nehmen wir (nach S. 401) das mittlere Verhältnis mit 16 an. 
Dann berechnet sich 

«. = 15^. 
4*//" 

Für eine Querschnittsbreite ^ = 100 cm und flir 



Vierter Abechnitt. Spennoneen in geradcD StitieD. 

'^= r 8 "5°° '^ 

1 danach 

15 ■ 13500 /* 



/ =: 0,96 m. 

Aus dem Vergleich dei Eigeboisse des i . und des vorliegenden Bei- 
spiels ergibt sich augenfällig der große Nutzen bei der Vervendung von 
Steineisenbalken anstatt der eingehen Steinbalken. 

3. Welche Last fUr i qm kann unter sonst gleichen Verbältnissen 
wie im 2. Bei^iel eine Betonflaite tragen, wenn sie auf 1,2 m frei anf- 
li^, in der sonst nicht wirksamen Zugzone (2 cm vom untem Rande) 
auf 100 cm Breite 20 Randeisen von je 20 mm Durchmesser ab Kn- 
lage erhält, und mit einem zulässigen Betondmck von 25 atm gerechnet 
werden darf? 

Das Verhältnis ß berechnet sich aus 






der Eisenquerschnitt 

/. = - 

Daraus nach Gl. (159]: 

100 
oder 

Ferner 

ff, = 25 = — 



r 



.5,3,(..-.-5f' 



q = 3070 kg/qm. 
Weiter ei^bt sich ftir die Zugspannung der Eiseneinlage 
^ ^ (3070 ■ 1,2) I 

8 ■ 63,8 (i2 — 2- 



^ 107 atm 

S>39\ 



§ iS. SpanoDTieea in elastisch angleich wideraCehend«!) QnerselinitCzoiien. ^i^ 

4. Wie groß ist im vorigen Falle die Sicherheit dagegen, daQ die 
Haßkraft zwischen Eisen und Beton nickt überse/iritten wird? 
Nach Gi. (161) ist die SchubspannuDg 



■--u[3h-3,-h.)' 

worin u der Gesamtumfang der ESscneinlage ist Es ist im vorliegen- 
den Falle 

u = ao • i • 7t ^ 195,7 cn- 

Die Querkraft ist am größten über den Stutzen (66). Sie ist dort 
gleich dem StUtzendruck, also 



für 100 cm Breite. 
Daraus 



»5.7(36 — 6 — 5.39)' 



- 1,5 atm. 



Beim Mischungsverhältnis i : 3 und Wasserzusatz von io°/o ist die 
Haftkraft' = 25 atm zu setzen. Die Sidieiheit ist demnach lyfach, 
also außerordentlich hoch. 

5. Der in den Fig. 373 gezeichnete Querschnitt eines sog. Piatttn- 
balkens aus Beton soll unter der Voraussetzung berechnet werden, daß 
unter der gegebenen Belastung des Balkens allein die obere Platte gegen 
Druck wirksam ist, während die beiden stützenden Balken nur in der 
Eiseneinlage, nicht aber im Beton /f//^pannungen aufnehmen. Das heißt 
mit andern Worten, die Nulllinie nn des Betoneisenbalkens soll mit den 
unteren Plattenrande zusammenfallen. 

Im besondem ist die Aufgabe zu lösen, wie groß der Querschnitt 
der Eiseneinlage sein muß, um bei gegebenen Abmessungen des Platten- 
balkeus die vorgeschriebene Lage der Nnlllinie zu erhalten (Fig. 374). 

Mit Bezug auf die Fig. 373 und 374 und auf die früheren Erörte- 
rungen unter 127 ist anzuschreiben 

M= Da^ 7.a 



' Nach MöiscH, ■. ■. O. S. 64- 



Vierter Abschnitt. Spuunntgen in gcnden Stiben. 
M 



_Z = ff,/, und D =s — ^— ' , 

wenn /, den Eisenquerschnitt für beide Stützbalken bezeichnet und wenn 
angenommen wird, daQ der ganze Flattenquerschnitt der Bieite d gleich- 
mäÜig zur Wirkung gelangt 



w r^ 


;::-":: 


j^ 


f=. 


--J. - 


tti 


p=;;;;a. 




, 
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Fig- 373- 



Soll beispielsweise <f, , die Raiidspannung der Drackzone, nicht über 
35 atm betragen, bei einer Höhe //„ der Platte von 10 cm und einer 
Breite b von loo cm, so ist damit die Größe von Z festgelegt Man 
erhält 

hliBÜ, 300 • 10 ■ 35 



Darf dabei das Eisi 
weiter 



1 mit 1000 atm beansprucht werden, 
Z = a,f, = 35 000 kg 
/, = - — s= 25 qcm. 



folgt 



Wählt man dazu 8 Stück Rnndeisen, so muO jedes - - qcm Quer- 
schnitt, oder 3 cm Durchmesser haben. 

Dann kann der Querschnitt mit Sicherheit ein Biegungsmomeat 
aufnehmen, das sich aus 



S iS. Spumangen in elattiich nngl«ich widerstehenden Qnenchnittioneii. 41Q 

berechnet, worin die Hähe h im aUgemeinen noch beliebig gewählt 
werden kann. Es sei ^ = 50 cm und c = t cm. Dann folgt 

M= ('50 — a 1 35000 = 1 116667 cmkg. 

Soll der Plattenbalken z. B. als BruckensUg dienen und, einschl. 
seines Eigengewichtes, eine höchste gleichmäÜig verteilte stetige Last q 
von 600 Icg/qm aufnehmen, so würde, bei freier Lagerung der Balken 
in zwei Stützpunkten, seine größte Stützweite / jetzt bestimmt sein. 

Sic berechnet sich aus: 



Jf=*-|^ = (Jy;)— "' = iri6667cmkg 



und beträgt 



'-n 



6. Für die im vorigen gegebenen Abmessungen und BekstUDgen 
des in Fig. 373 und 374 dargestellten Flattenbolkens sollen die Schub- 
tpannungen an den gefährlichsten Stellen der Längsschnitte tt und in 
der NuUlinie «« sowie auch zwischen der Eiseneinlage und dem Beton 
berechnet werden. 

Wenn man erwägt, daO die Zonenkraft D flir die Schubspannungen 
in den 4 Schnitten // nur auf der Pbttenbreite \b — zu') zur Wirkung 
kommt, so darf man die Schubsfannung für die Längenehiheil des Bal- 
kens mit 

4 ■ T^ ■ A, = 7—-- ; Y, 

anschreiben. 

Die Querkiaft Q wird am größten über den Stutzen bei voller Be- 
tastung. Q berechnet sich mit 



^ hql 2-600-8,63 


Si7Skg 


und daraus 

3.5,78(200-50) 




' 4-.o.(3.5o-3«-.o)>o 




In der NulUinimsfAächt erhält man 




,.., . 30 





420 Vierter AbschDilt. SpwintiiigeD in geraden StMben. 

FUr d seinen Wert 25 cm eingeseut gibt 
3-5178 



TA, = ■■ 



aS(3-5o-- 



TiH verändert sich in der Zugzone z 
Bellen Eisen und Beton erhält man 



_3<2_ 



! 3,32 atm; 



f der Strecke A. — c nicht Zwi- 



3-S'78 



oder 

■ti.= a,3i atm. 

7. Ein Brückenpfeiler (Fig. 375 — 376} steht mit seiner Grundfläche 

ohne Mörtelverbiudung auf einer wagerecht abgeglichenen Grundmauer. 

Sein Gewicht beträgt 3000 kg 

für I cbm. Es wird gefragt: 

i) Wie groQ muO die in 
■der Symmetrieeben c YZ und 
in der Pfeilerkronc wirkende 
wagerechte Kraft Ä" sein, um 
zu bewirken, daß die NuU- 
linie der Pfeilergründfläche 
durch den Mitte^unkt k des 
Kreises verläuft, der den 
Ffeilerquerschnitt an einem 
Ende abschlieOt? 

a) Wie groß ist bei sol- 
cher Lage der Hulllinie die 
Randspannui^ in a, wenn der 
Pfeiler außer seinem Eigen- 
gewicht noch zwei in der YZ- 
Ebene und symmetrisch zur 
ZZ belegene lotrechte Lasten 
A von je 24,6 1 zu tragen hat? 

Soll die NuUlinie nn 
durch k verlaufen, so ist 
{nach Gl. 164): 




§ iS. Spi&nungen io elastlicb ungleich widerstehcndeu (Jnerschnitlionen. a2i 

Darin ist /^ ^^^ Schwerpunktsabstand i's' der Halbkreisfläche des 
Mittelpunktes i'. Also 

Setzt man die gegebenen Zahlenwerte ein, so erhält man 

402,224 
» +> = "ö T l — = 4.64 m. 



Die Mittelkraft Jf aller Lasten muß durch den im Abstände {v + y,) 
von der Nulllinie übenden Angriffspunkt m verlaufen. Dadurch ist der 
Winkel a, den X mit der Pfeilerachse ZZ einschließt, gegeben: 



d. h. es ist 

("+--1) 

1) f^- — -^ — '-!-((; + ,^. 

Die RandspannoDg Oa ist bestimmt durch ihr Verfiältnis zur mitt- 
leren Spannung o, der Drucitionc; 

£"- = l±-'. 



Schwerpunkt y„ 


berechnet sich mit 




{r-'ry. 


,+fl+^ 










— >■• 


»+2W 


ler ist 








0.= 


G+i/l 



^22 Vierter Abschnitt. Spinnangen in gentd«n StHben. 

Dar&us 

G berechnet sich mit 

G = [r'n: + 3rl,k • 2 = 390,8 t. 
Schließlich folgt ans i] 
und aus 3) 



"1 = 3iSS atm. 



{. Der vorstehend behandelte Brückenpfeiler soll, zwei Meter tief 
r seiner Sockelfläche, auf rechteckiger Sohle g^;rUndet werden, so- 
daO die Grundmauer in 
'' zwei Absätzen, oben von 

,^ 5 X 10 und unten von 

6 X 1 1 « angelegt wer- 
den kann (Fig. 377). 
Wie groß wird dann der 
größte 5örf/»i//-!(f<6, wenn 
das Gewicht der Grund- 
mauer, wie des Pfeilers, 
gleich 2000 kg/cbm an- 
genommen werden darf? 
Der Winkel a, den 
die Mittelkraft X aller 
wirksamen Kräfte mit 
der Pfeilerachse ZZ bil- 
det, berechnet sich aus 

ff 




das Grundmauergewicht vorstellt. 



§ iS. Spuranngen in elistiscb oaglrich widenlehenden QaenchnitUonem. ^23 

Aus 

«" = 7 + 6 
erhält man mit 

^ = 405 cm 

den Abstand des Angrifispnnktes m der lotrecht wirkenden Kräfte von 
der Schwerachse XX. Bezeichnet man die Summe dieser Kräfte mit 
/>, so ist 

P=s G + sA + G' = 671,0 t. 

Der Abstand c zwischen dem Rande der Druckzonc und dem Punkte 
M ist 

Die gesuchte Randspannung fT„ erhält man also aus GL (165) mit 
2P 



• öoo 



= 5,15 atm. 



Itopf ft HliRel in Letpils. 



